VISJA GEODEZIJA Solsko leto 2023/2024

Vaja 3 - 1: Dolzina loka meridiana

Podan imate polozaj geodetske tocke Astrogeodetske mreze na obmocju Slovenije na elip-
soidu GRS80:

KRMJ: A = 13°3532.73780" ¢ = 45°49'24.12990” h = 282.0372m

Za podano tocko izra¢unajte dolzino loka meridiana od ekvatorja do tocke na razlicne
nacine, in sicer:

1. z uporabo matlabove funkcije za numericno integriranje quad,
2. s postopki numericne integracije:

e obrazec pravokotnikov,
e obrazec trapezov in

e obrazec parabol (Simpsonov obrazec)

3. z razvojem v binomsko vrsto.
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Slika 1: Prikaz geodetske tocke na elipsoidu in dolzina loka meridiana L

Dolzina loka meridiana predstavlja izracun elipticnega integrala 2. vrste, oblike:
a-(1—e?

\/1—e?-sin? <p

Ker je integral v enacbi 1 analiti¢no neresljiv, ga resujemo z numeri¢nimi postopki. Pri-
meri numeri¢nega integriranja so:

2
L= M(p,a,e)dp = /

%1

(1)

e Obrazec pravokotnikov:
L= / h(yo+yi+ya++ys+ - +Unst Yoot yn1tyn) (2)
e Obrazec trapezov:
L= / flx (yo T2U1+ 22+ 2ys + -+ 2Yn3+ 2Yn2 + 2yn—1 +¥n) (3)
e Obrazec parabol (Simpsonov obrazec)':

L= / r)dr ~ - (yo +4dy + 2y +4ys -+ Y3 + 2yn—2 + AYn—1 +yn)  (4)

'Pri Simpsonovi formuli mora biti n sodo stevilo



Postopek racunanja integrala z razvojem v binomsko vrsto je podan z:

B D
L=a(l—¢e?) |Ap— P sin(2¢p) + ¢ sin(4p) — — sin(6p) + E sin(8¢p)
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Koeficienti iz enacbe 5 so dobljeni z:
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Numeric¢na integracija - graficni prikaz

Dolo¢iti zelimo povrsino S obmocja, ki ga omejuje neka funkcija f(z) na intervalu (a,b)
in abscisa. Slika 2 prikazuje situacijo, iskana povsina je obarvana sivo.
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Slika 2: Povrsina obmocdja, omejenega s funkcijo in absciso na intervalu (a, b)

Povrsino izra¢unamo z dolo¢enim integralom:

5= [ fayis (6)

Problem se pojavi, ko funkcija, ki jo integriramo v enacbi 6, ni integrabilna. V tem pri-
meru nam preostanejo samo Se numeri¢ne metode integriranja. Vsi postopki numeri¢nega
integriranja imajo enak postopek. V prvem koraku funkcijo, ki jo Zelimo integrirati, na-
domestimo z neko drugo funkcijo, ki je bolj enostavne oblike in je integrabilna. V drugem
koraku jo integriramo oziroma dolo¢imo povsino pod nadomestno funkcijo, kar nam pred-
stavlja koncen rezultat.
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Slika 3: Razdelitev intervala (a,b) in izra¢un vrednosti y;, i € {0,...,n}

Prvo razdelimo interval (a,b) na n enakih delov, Sirine h, kot prikazuje slika 3. S tem
dobimo tocke na abscisi, ki imajo vrednosti koordinat x enake:

Ty =a T T2 T3 T Tp—2 Tpn-1 Tp =0
Za vsako tocko izracunamo vrednost funkcije, in dobimo:

v=1rfla) wn Y2y Yn—2  Yn—1 Yo = [f(b)

Za izracun plos¢ine sedaj uporabljamo samo Se diskretne tocke (z;,v;), i € {0,...,n}.



Metoda pravokotnikov
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Slika 4: Metoda pravokotnikov - aproksimacija funkcije z nezvezno, kosoma konstantno
funkcijo in aproksimacija povrsine z nizom pravokotnikov

Pri metodi pravokotnikov postopamo kot je prikazano na sliki 4. Funkcijo aproksimiramo
z nezvezno, kosoma konstantno funkcijo in povrsino pod krivuljo nadomestimo s pravo-
kotniki. Pravokotnik povrsine S; ima stranici dolo¢eni kot & in y; (i € {0,...,n—1}). Ce
imamo n + 1 tock na osi x, sestavimo torej n pravokotnikov.

Povrsino dobimo kot vsoto povrsin posameznih pravokotnikov:

n—1

S:ZSi:h'(yo+y1+"'+yn72+yn—1) (7)
0

Vecjo tocnost izracunane povrsine dobimo tako, da zmanjsamo vrednost h oziroma pove-
camo Stevilo tock na osi x, torej povecamo n.



Metoda trapezov

Iz slike 4 je razvidno, da aproksimacija funkcije s kosoma konstantno funkcijo ni dobra
resitev, saj pravokotniki znatno odstopajo od funkcije. Zato funkcijo nadomestimo z
zvezno, kosoma linearno funkcijo, kot je prikazano na sliki 5. V tem primeru z daljicami
povezemo zaporedne tocke na krivulji in racunamo povrsino kot vsoto trapezov, ki so
rezultat skonstruiranih daljic.
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Slika 5: Metoda trapezov - aproksimacija funkcije z zvezno, kosoma linearno funkcijo in
aproksimacija povrsine z nizom trapezom

Povrsino dobimo kot vsoto povrsin posameznih trapezov:

-3

Ml?‘

((wo+y1)+ (W +y2) + (Wa+ys)+ -+ Yn-2+ Yn-1) + Wn-1+Yn))

_ (8)
Ce poenostavimo enacbo 8, dobimo koncéno enacho za izracun povrsine pod krivuljo, z
metodo trapezov, kot:

S = Zs_

Tudi pri metodi trapezov vecjo to¢nost izracunane povrSine dobimo tako, da zmanjSamo
vrednost h oziroma povecamo stevilo tock na osi x, torej povecamo n.

l\3|b‘

(Yo + 21 +2y2+2ys + -+ + 2Yn—o + 2Yp_1 + Yn) 9)



Simpsonova metoda (metoda parabol)

Pri metodi parabol pa funkcijo nadomestimo z nizi parabol, ki so med seboj povezane
(zi,y:), 1 € {0,...,6}. Parabole skonstruiramo na zaporednih nizih treh tock, torej:

1. parabola: tocke (xq,yo), (z1,y1) in (z2,y2),

2. parabola: tocke (x2,¥s), (r3,y3) in (z4,y4) in

3. parabola: tocke (z4,v4), (x5,ys) in (e, Ys)-
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Slika 6: Simpsonova metoda (metoda parabol) - aproksimacija funkcije z zvezno, kosoma
paraboli¢no funkcijo in aproksimacija povrsine s povrsino pod parabolami

Posamezne povrsine pod parabolami dobimo preko integracije Lagrangejevega interpola-

cijskega polinoma? in velja:
h
So = 3- (o + 4y1 + o)
h
S2 = 5 (y2+4ys +u) (10)
h
Si = 5 (yat4ys +y5)
Kon¢no enacbo za zgornji primer (slika 6) dobimo iz enac¢b 11 kot:

S =80+ Ss+ Si == (yo + 4y1 + 2y2 + 4ys + 2ys + 4ys + ys) (11)

w| =

Tudi v primeru metode parabol vecjo to¢nost izracunane povrsine dobimo tako, da zmanj-
samo vrednost h oziroma povecamo stevilo tock na osi x, torej povecamo n.

2Glej npr. https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_polynomial



Metoda pravokotnikov - interval (a,b) razdelimo na 6 delov

Prikazimo Se metodo pravokotnikov, ko interval (a,b) razdelimo na 6 enakih delov, kot
prikazuje slika 7. Iz slike je razvidno, kako aproksimirano povrsino pod krivuljo.
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Slika 7: Metoda pravokotnikov - primer

Metoda trapezov - interval (a,b) razdelimo na 6 delov

Prikazimo $e metodo trapezov, ko interval (a, b) tudi tu razdelimo na 6 enakih delov, kar
prikazuje slika 8. Iz slike je razvidno, kako aproksimirano povrsino pod krivuljo.
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Slika 8: Metoda trapezov - primer



