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1 POTREBNA NATANCNOST GEODETSKIH OPA-
ZOVANJ - URAVNOTEZENE NATACNOSTI

Pri prenosu varianc in kovarianc nas je zanimalo, s kaksno natanc¢nostjo lahko dobimo
ocenjene neznanke, ¢e imamo podane natancnosti opazovanj. Pri potrebni natancénosti
geodetskih opazovanj pa postopamo obratno. Imamo neko neznanko y, ki jo lahko izra-
éunamo na osnovi nm opazovanj i, Ts, Ts,...,T,. Ce imamo podano natancnost oy, S
katero zelimo dolociti neznanko y, nas zanima, kaksne morajo biti natan¢nosti posameznih
opazovanj 0.,, Oy, Ogzg,--.,04,, da zadostimo podanemu pogoju natancénosti neznanke

(0y)-

1.1 1Izpeljava

Naj bo neznanka y neka nelinearna funkcija opazovanj xi, zs, x3,...,x, v obliki:
y:f(xh Zo, $3,...,$n) (1)

Ce predpostavimo, da so opazovanja med seboj neodvisna (torej tudi nekorelirana), potem

imamo za vsako opazovanje z; svojo natancnost o,, (i = 1,2,...,n). Po zakonu o prenosu
varianc in kovarianc lahko varianco neznanke 05 dobimo kot:
ar\’ afr\’? ar\’ af '\’
Y 0, ! 0T 2 Oxs 3 oz, n
V enacbi 2 poznamo natanc¢nost neznanke o,. Ker vemo, kako izra¢unamo y (enacba 1),
poznamo tudi obliko parcialnih odvodov (%) (1 =1,2,...,n), numeri¢ne vrednosti pa

lahko izra¢unamo na osnovi pribliznih vrednosti opazovanj (priblizne vrednosti opazovanj
lahko pridobimo pred samo izmero). Cesar v ena¢bi 2 ne poznamo, pa so natanénosti
opazovanj o, (i = 1,2,....,n). Ce torej pogledamo ena¢bo 2 imamo eno enacbo in n
neznanih koli¢in. Da bi lahko izrac¢unali natancnosti opazovanj enolicno, moramo podati
dodaten pogoj. Ta pogoj se imenuje pogoj uravnotezenih natancnosti.

Pogoj uravnotezenih natanc¢nosti nam poda, da vsako opazovanje prinese enak delez k
kon¢ni natancnosti neznanke, torej:

AN A A T A
(8_:r:1> Uil_(%) 0‘32_<8_x3> “33_"'_<axn> 7 = K )

Enacbo 2 lahko tako v skladu z enacbo 3 zapiSemo kot:

of \? of \? of \’ of \’
2 _ 2 2 2 4, 2 —pK 4
%y <8x1> %+<ax2> T2t \ Gy ) Tt Gs, ) T T (4)
——————

K K K K
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Oziroma:

S |

2
o,=nK = K= (5)
Iz dveh enakosti za koli¢ino K, in sicer iz desne enacbe v enachi 5 in iz enacbe 3, lahko
sedaj izpeljemo postopek za izracun potrebne natancnosti posameznega opazovanja:

2
o
o2 = v O'$':L (1=1,2,3,...,n) (6)

Na desni strani enacbe 6 je znak za absolutno vrednost nujen, saj je iskani rezultat na-
tancnost i-tega opazovanja (standardni odklon), ki pa je vedno pozitivno stevilo (parcialni
odvod je lahko negativno stevilo).

1.1.1 Poseben primer: natanc¢nost o,, poznamo

Kadar poznamo katero izmed natanc¢nosti opazovanj (v tem primeru o, ), potem ta vre-
dnost v enachi 2 ni neznana koli¢ina. V tem primeru jo lahko damo na levo stran enache

in dobimo:
of \° of \° of \° of \?
2 _ o 2 — - 2 —J 2 L. 2
o, (8:1:1) 0y, (0:62) o, + By Opy T+ or. (o) (7)

Ce sedaj levo stran enacbe 7 izracunamo in oznac¢imo kot:

2
&j:ﬁ—(ﬁ) ol = §,=./62 (8)

v\, ) O v

potem lahko enacbo 7 zapiSemo kot:

af\? af\? af\?
~2 2 2 2
_ (Y “ e 9
%y (8:@) Oy + <8x3 Oag T 000 oz, Tan 9)
Oziroma, ko podano pogoj uravnotezenih natancosti, dobimo:
ar\’ ar\’ ar '\
~2 2 2 2
_ (Y ZJ =(n—-1DK 10
= () ot (5] ot (5) - (10
—_——
K K K
V tem primeru so natancnosti ostalih n — 1 opazovanj o, (i = 2,...,n) dolocene kot:
~9 6‘
2 y y -
0p =773 = O =13 (1=2,3,...,n) (11)
(%) -1 o V1

Postopek je enak tudi v primeru, ko imamo podane natanc¢nosti kakega drugega opazova-
nja, oziroma tudi, ko imamo ve¢ kot eno podano natancénost opazovanj. Ce imamo torej
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n opazovanj, od katerih imamo za k (k < n) opazovanj podane standardne odklone (o,
j=1,2...,k), potem prvo izracunamo varianco Er; kot:

) aF\? oF\? aF \? ] _
J§:$U§_<8—x1> J§1—<8—x2> 02— = pr ol = 0&,=,/62 (12)

in se za 1-to opazovanje enacbha 11 preoblikuje v:

5-31 ;o
= (i=k+1k+2...n) (13)

vn—k

ox;

x;
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1.2 Primer naloge — Trigonometri¢no viSinomerstvo

Ah

Slika 1: Poenostavljen prikaz trigonometricnega visinomerstva

Dolo¢iti zelimo visino toc¢ke B, pri tem da bi izhajali iz dane visine reperja A (Hy =
320.0m), visinsko razliko Ah pa bi doloéili s trigonometri¢nim visinomerstvom. Znane so
priblizne vrednosti opazovanj, in sicer:

s =400m a = 30° (14)

Visino (Hp) tocke B zelimo dolociti z natan¢nostjo oy, = 1.0 cm. Izracunajte:

1. potrebne natanc¢nosti (standardne odklone) opazovanj s, «,i,l, ¢e predpostavimo
uravnotezene natancnosti opazovanj,

2. potrebne natancnosti (standardne odklone) opazovanj s,i,[, ¢e imamo natancnost
merjenega kota o podano (o, = 5"),

3. potrebne natan¢nosti (standardne odklone) opazovanj s, ,1,l, ¢e predpostavimo
uravnotezene natancnosti opazovanj in imamo podano natancnost visine tocke A
(0, = 5mm) in

4. potrebne natancnosti (standardne odklone) opazovanj s,«,i,[, ¢e predpostavimo
uravnotezene natancnosti opazovanj in imamo podano natancnost visine tocke A
(0, = 15mm).
1.3 Resitev alineje 1
Izracun visine Hpg tocke B je dolocena z:

Hp=Hjy+ssina+1i—1 (15)

Izra¢un natancnosti oy, visine tocke B po zakonu o prenosu varianc in kovarianc pa je
podana kot:

OHp\’ OHg\’ OHg\’ OHp\’ OHg\’
2 _ 2 2 2 2 2
Oy, = <8HA> O, + < s ) s+ a0 ) o + ) + BT o (16)
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Ker je visina toc¢ke A dana, to pomeni, da velja oy, = 0.0m. Poleg tega je razvidno, da
v enacbi 15 nastopajo n = 4 opazovanja (s, a, i in [). Enacbo 16 lahko preuredimo v:

OHp\" OHp\" OHgp\" OHp\"
2 _ 2 2 2 2
THp = ( s ) %t ( O ) o\ ) T\ Tar ) 7 (17)

Ce odvajamo enacbho 15 po vseh opazovanjih in za izrac¢un uporabimo njihove priblizne
vrednosti, dobimo:

OHp =sina = 0.50 @ =scosa = 346.410m
M _y Op _ 1
o o

Enacbo 17 tako lahko v skladu s parcialnimi odvodi v enac¢bah 18 zapiSemo kot:
0% = (0.50)* 02 + (346.410m)” 02 + (1.0)* 62 + (—1.0)* 67 (19)

Izracun potrebne natancnosti posameznega opazovanja na koncu dobimo kot:

0.01
Og = MjHB = o 0.010m
ol /n  0.50vV4
O =t _ 001m 4y 107° = 3.0"
“ OHa| /n 34641 my/4
. (20)
OHp 0.01m 0.005m
g; = = = U.
Olle| /n 1.00v4
oy 0.0Im
Ol =Tam, i = 1L.00VA = 0.005m
ol

Natancnosti opazovanj iz enacb 20 so izra¢unane tako, da po prenosu varianc in kovarianc
iz enacbe 19 dajo natancnost oz, = 0.01 m. Tako lahko vidimo, da izrac¢unane natancnosti
opazovanj podajajo le mejne vrednosti natancnosti, da zadostimo kriteriju og, = 0.01 m.

1.4 Resitev alineje 2

V drugem primeru imamo v naprej podano natancnost merjenega kota «, in sicer o, = 5”.
Enacbo za prenos varianc in kovarianc 16 lahko sedaj zapisemo kot:

OHgz\" OHg\" OHg\" OHg\’
2 _ 2 2 2 2
“HB_<35>08+(aa> Zo T\ ) 7 T ) (1)
DANO

Enacbo 21 lahko sedaj preuredimo tako, da znane koli¢ine damo na levo stran, neznane
pa na desno:

OHz\> OHz\> OHz\> 0Hz\>
a?{B — < 8(13) = < aj) o + <—6i3> o? + <—8ZB> o} (22)
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Prvo izracunajmo varianco 63;, na levi strani enacbe 22 kot:

OHp\"
5 =% — < aj) 02 = 2.949 x 107 m?

5-HB =0.0054 m

(23)

V enacbi 22 vidimo, da imamo v tem primeru samo se n = 3 opazovanja (s, i in [), kjer
potrebne natanc¢nosti opazovanj izracunamo kot:

o Omy _00054m _ oo
S|z mo 0503
_ Gm,  0.0054m
o; = iy \/ﬁ_ 1.00v3 = 0.0031m (24)
i )
_ Gm,  0.0054m
o = o, \/ﬁ— L00v3 = 0.0031m
ol

Ce imamo podano natancnost merjenega kota o, = 5” in ostala opazovanja izmerimo z
natancnostmi, kot so prikazane v enacbi 24, potem bomo spet dobili natan¢nost o, =
0.01 m.

1.5 Resitev alineje 3

V tem primeru imamo podano natancnost visine tocke A kot oy, = Smm. Tudi tu
izhajamo iz enacbe 15, le da sedaj visine H 4 ne izlo¢imo iz prenosa varianc in kovarianc.
Dobimo:

oy, = op, + (sin @)’ 0%+ (scosa)’ o2 + o2 + o7 (25)

Ker imamo natancnost oy, podano, jo damo na levo stran:

oy, — 03, = (sin @)’ 0%+ (scosa)’ o> + 0% + o7 (26)

Tudi tu levo stran enacbe izracunajmo:

5?{3 :a?{B — a?{A = 7.500 x 107° m? (27)
or, =0.0087m

Na desni strani imamo tako n = 4 opazovanja, kjer potrebne natancnosti vseh geodetskih
opazovanj izracunamo kot:
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o Gmy_0008Tm
T |e) m 0.50v4
G, 0.0087m e
7 TTema] /34641 mv/3
_ my _000STm (28)
% =Tomg = = 0.0043 m
s| /n 1.00v/4
 Gw,  0.008Tm
=Tl = = ooyT 008w
ol

1.6 Resitev alineje 4

Vidimo lahko, da je zadnja alineja prakticno identi¢na predhodni, razlika je le v tem,
da smo pri prejsnjem resevanju imeli oy, = 5 mm, medtem ko imamo tu oy, = 15 mm.
Celoten potek je enak kot v poglavju 1.5, sprememba se pojavi le pri enachi 27, ki je sedaj

oblike:

&3, =01, — oy, = —1.250 x 10~*m’

(29)
G, =\/—1.250 x 104 m? =?

V enacbi 29 dobimo negativno varianco (7%{3, ki jo je za potrebe izracuna potrebnih na-
tancnosti iz enacbe 28 potrebno koreniti. Ker vemo, da varianca nikoli ne more biti
negativna, se izra¢un tu ustavi. A kaj to pomeni? Pomeni lahko le eno. Ce imamo
podano natancnost izhodis¢nega reperja kot og, = 15 mm, Zelimo pa doloc¢iti natancnost
kon¢nega reperja kot op, = 1.0cm, tega ne moremo nikoli dosec¢i. Natanc¢nost izho-
dis¢nega reperja je povsem preslaba, da bi lahko dobili zahtevano natan¢nost koncénega

reperja. Resitev seveda je, da izhajamo iz novega reperja.

Enak rezultat bi dobili, ¢e bi uporabili inStrumentarij, ki lahko izmeri dolzine z natanc-
nostjo npr. o, = 5.0cm. Tudi v tem primeru bi dobili varianco ET%IB negativno in povsem
enako bi morali dolzino dolo¢iti drugace (drug instrumentarij ali veckrat ponoviti izmero
dolzine s tem instrumentom).
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