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Prenos varianc in kovarianc pri MNK — Premica v
ravnini:

V ravnini imamo tri tocke, za katere imamo dane koordinate x, koordinate y pa so opazo-
vane, T1(z1, 1) = (2.0,3.2), Ta(xq,y2) = (4.0,4.0) in T3(z3,y3) = (6.0,5.0), kot prikazuje
slika 1. Ce je bila koordinata ys izmerjena dvakrat bolj natan¢éno kot ostali dve, s posredno
izravnavo po MNK izravnaj opazovanja in dolo¢i enac¢bo premice, ki se optimalno prilega
podanim tockam. Izracunaj tudi natancénost dolocenih parametrov premice. Izracunaj
koordinato yr za tocko T', ki ima a7 = 7.0 ter njeno natancnost oy,..
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Slika 1: Tocke v ravnini

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izrav-

nave.
[zmerjene imamo koordinate y tock, torej n = ___. Za enoli¢no dolocitev premice
potrebujemo ng = opazovanj, zato imamo r = __ opazovanj. Uvedemo u = ___

T
neznank, ki sta ravno parametra premice, torej x = [a b} . Enacbe popravkov
sestavimo v obliki:

Fi=th—ar; —b=0
Fry=90s—axy—b=0 (1)

Fy=93—ar3—0=0

Enacbe 1 zapiSemo v osnovni matri¢ni obliki posredne izravnave, kjer za priblizno
vrednost neznanke izberemo ay = by = 0.0. Dobimo:

1 — — | |da —
U3 - -

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Opazovanja so razlicne natanc¢nosti, ne vemo pa, kaksne te natanc¢nosti so. Vemo le,
da je natancnost koordinate y3 dvakrat vecja od natancnosti ostalih dveh koordinat
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y1 in yo. Ce si izberemo za referencno varianco a-priori 02 = o2 , bosta matriki

Yy’
kofaktorjev Q in utezi P opazovanj enaki:

Q=] - P=_ _ (3)

Resimo funkcionalni model izravnave.
Resitev funkcionalnega modela posredne izravnave predstavljajo trije vektorji:

A=|— V= I=14+v= (4)

Konc¢na parametra premice a in b dobimo tako, da popravka parametra iz vektorja
A iz enacbe 4 pristejemo pribliznim vrednostim. Ker sta priblizni vrednosti enaki
0.0, dobimo seveda kar vektor A:

X = Z =xo+A=| " (5)

Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Resitev stohasticnega modela izravnave pomeni izracun vseh treh matrik kofaktorjev
Qan, Qu in Qy, in sicer:

Qar=N'=| — —
vi:Q_BQAABT: : : : (6)
i=Q—Qu= o

Na osnovi pogreskov opazovanj izra¢unamo tudi referen¢no varianco a-posteriori 64
in referencni standardni odklon a-posteriori y:

5 VIPv v'Pv
0y = = =__
n — ng T (7)

gg = 6’8:

. Izberemo si ustrezno referenc¢no varianco in izracunamo iskane varianc¢no-kovariancne
matrike.
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Ker imamo na voljo le referenc¢no varianco a-posteriori 62 iz enacbe 7, z njo izra-

¢unamo vse iskane kovarianéne matrike (Xaa, 3y, in 3j;). Matrike kofaktorjev iz
enacbe 6 pomnozimo z varianco iz enacbe 7 in dobimo:

YAA =

Evv -

Y =

6. Iz vseh varian¢no-kovarianénih matrik stohasti¢nega modela izracunamo natanc¢no-
sti neznank, popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
Za izracun natancnosti vseh koli¢in, korenimo diagonalne elemente vseh kovarianc-
nih matrik iz enacbe 8, korelacije pa dobimo iz izvendiagonalnih elementov matrik.
Za neznanke dobimo:

Oqg = Op — ___ Pab = ___ (9)

Natancnosti in korelacije popravkov opazovanj so enake:

Op =__  Opy=__  Opg=__ (10)
Poviva = Poivg = Pugws —
Natancnosti in korelacije izravnanih opazovanj pa so enake:
o-gl - 0-392 p— 0-:03 - (11)
Pinge = — Pings = —  Piags — —
Na koncu izracunajmo se yr in njeno natancnost oy,. Izracun koordinate yr je enak:
yr=axp+b=__ (12)

Kako izracunati natanc¢nost o,,? Uporabimo zakon o prenosu varianc in kovarianc, izha-
jamo iz enacbe 12, kjer ugotovimo, da smo za izracun yr uporabili vektor x, za katerega
.] ) ) b
oznamo varian¢no-kovarianéno matriko ¥ aa. Prvo nastavimo jakobijevo matriko J, ki
AA )
ima obliko:

P 1)

Nato pa po zakonu o prenosu varianc in kovarianc izracunamo varianco UZT in nato Se
natancnost oy,:

2 _ T _ _
Oyr = JXAnd " = — Oyp = (14)

Y T —

Naloga, kot je prikazana v tem primeru, je zelo pogost primer uporabe MNK v geodeziji
in se nanasa na interpolacijo. Pri interpolaciji imamo na voljo le niz tock v ravnini (kot
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so tri tocke v nalogi), kjer so po navadi za dane koordinate z izmerjene koordinate y.
Predpostavlja se, da tocke lezijo na neki krivulji (v nasem primeru premici), ki ji ne
poznamo enacbe. Zato z MNK poskusamo geometrijo te krivulje oceniti z enostavnimi
funkcijami (premica, polinomi in podobno), cilj pa je, da lahko za poljubno koordinato
x izraCunamo koordinato y (v nalogi smo za zr nato racunali yr). Drug zelo pomemben
rezultat pa je tudi ocena kakovosti interpolirane vrednosti koordinate .

V nasem primeru predpostavljamo, da tocke lezijo na premici, zato smo izracunali pre-
mico, ki se optimalno prilega tockam (na sliki ¢rtkana ¢rna crta), kot to prikazuje slika
2. Na osnovi enacbe te premice lahko za vsako koordinato x izra¢unamo (interpoliramo)
vrednost koordinate y. Ko racunamo vrednost y za tak x, ki lezi znotraj podanih tock,
temu pravimo interpolacija, ¢e pa x lezi izven tock (kot je to primer na sliki spodaj — siva
¢rtkana Crta), pa temu reemo ekstrapolacija. Kakovost interpoliranih tock je podana
s sivim obmocjem, ki je omejeno z rde¢ima krivuljama. Takoj lahko vidimo, da je sivo
obmocdje ozje tam, kjer so tocke in se razsirja z oddaljevanjem od tock. Posledica je, da
so interpolirane tocke veliko boljse kakovosti, kot ekstrapolirane tocke. Kako pa dolo¢imo
natancénost interpoliran/ekstrapolirane tocke? Le-ta je prikazana z modrim intervalom za
interpolirano vrednost y;.

Y

X

Slika 2: Prikaz natancnosti interpoliranih toc¢k na premici



