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1 ZAKON O PRENOSU VARIANC IN KOVARIANC PRI
METODI NAJMANJSIH KVADRATOV

Zakon o prenosu varianc in kovarianc iz prejsnjega poglavja (glej prejsnje poglavje Zakon o prenosu
varianc in kovarianc) smo uporabili za primere, ko je veljalo n = ngy ali r = n — ny = 0, torej, ko
nismo imeli nadstevilnih opazovanj. Kaj narediti v primeru ko to ne velja?

Postopek, ki nam je pri nadstevilnih opazovanjih dal optimalno izracunane neznanke je bila izravnava
po MNK (pogojna ali posredna izravnava). Pri iskanju natancnosti vseh izra¢unanih elementov
izravnave bomo tako uporabili postopka posredne ali pogojne izravnave.

Pri posredni, kot tudi pri pogojni izravnavi po MNK, smo do sedaj spoznali, kako se resi funkcionalni
model. Da pridemo do resitve funkcionalnega modela, ga moramo prvo nastaviti. V primeru
posredne izravnave to pomeni nastavitev vseh enachb opazovanj, nato njihova linearizacija in sestava
enacb popravkov ter zapis v matri¢ni obliki (v-+BA = f). V primeru pogojne izravnave pa nastavitev
vseh pogojnih enacb, njihova linearizacija in zapis v matricni obliki (Av = f). Resitev funkcionalnega
modela pomeni izracun treh vektorjev, in sicer:

o A - vektor popravkov pribliznih vrednosti neznank (samo posredna izravnava po MNK)

e v - vektor popravkov opazovanj in

A

e 1 - vektor izravnanih opazovanj.

Pri prenosu varianc in kovarianc v primeru izravnave po MNK bomo poiskali resitev stohasticnega
modela. Stohasticni model nastavimo z matriko utezi P (ali z matriko kofaktorjev Q), ki jo seveda
dobimo iz varian¢no-kovariancne matrike opazovanj X in izbrane referen¢ne variance a-priori og (glej
poglavje prejsnjega leta Pojem utezi). Resitev stohasticnega modela pomeni izrac¢un treh varianéno-
kovarian¢nih matrik, in sicer:

o Xaa - variancno-kovarian¢na matrika (popravkov pribliznih vrednosti) neznank (samo posre-
dna izravnava po MNK)

e 3, - varian¢no-kovarianc¢na matrika popravkov opazovanj in

e Xj; - variancno-kovarianc¢na matrika izravnanih opazovanj.

Eden izmed pomembnejsih rezultatov stohasti¢nega modela izravnave pa je tudi izracun referenc¢ne
variance a-posteriori 67, ki jo izratunamo iz popravkov opazovanj.

1.1 Postopek izvedbe zakona o prenosu varianc in kovarianc pri MNK

Pri prenosu varianc in kovarianc pri MNK (posredna ali pogojna izravnava) tako postopamo v na-
slednjem vrstnem redu:

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matricni model izravnave. Pri
posredni izravnavi sestavimo enac¢be popravkov, jih lineariziramo in zapisemo v matri¢ni obliki
v+ BA = f. Pri pogojni izravnavi sestavimo pogojne enacbe, jih lineariziramo in zapisemo v
matri¢ni obliki Av = f.
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2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave — sestavimo matriko 3, izberemo si 02 in izra¢unamo
matriki Q in P.

3. Resimo funkcionalni model izravnave. Izra¢unamo vektorje A, v in L.

4. Resimo tudi stohasticni model izravnave. Izracunamo matrike Qaa, Quy in Q. Izracunamo
tudi referen¢no varianco a-posteriori 3.

5. Izberemo si ustrezno referenc¢no varianco in izracunamo iskane variancéno-kovariancne matrike.
Uporabimo bodisi o bodisi 62 in izra¢unamo matrike Xaa, X,y in Xj.

6. Iz vseh varian¢no-kovarianénih matrik stohasti¢nega modela izracunamo natanénosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.

Pri zgornjih korakih, za prve tri alineje glejte poglavji prejsnjega leta Posredna izravnava po MNK
in Pogojna izravnava po MNK. Kako izbrati ustrezno varianco (alineja 5), bomo pa dolo¢iti to¢no
v enem izmed sledeCih poglavij, ki se bo nanasal na globalni test in analizo referen¢ne variance
a-posteriori 3. Tu se bomo zato pri vsaki nalogi sproti odloéili, katero izmed obeh bomo izbrali.

1.2 Prenos varianc in kovarianc pri posredni izravnavi

Podroben opis, kako resimo funkcionalni model posredne izravnave, smo spoznali prejsnje leto v
sklopu poglavja Posredna izravnava po MNK, zato bomo tu izracun vektorjev A, v in 1 opisali
na kratko. V funkcionalni model uvedemo u neznank, ki jih z n opazovanji povezemo v enacbah
opazovanj. Enacbe opazovanj lineariziramo (dobimo enac¢be popravkov) in jih zapiSemo v matri¢no
obliko:

v+BA=f=d-1 (1-1)

Resitev funkcionalnega modela posredne izravnave je dan z izracunom vektorjev:
—1
A=N"'t=(B"PB) B'Pf
v=f—-BA (1-2)
I=1+v

Stohasti¢ni model resimo tako, da za vse tri vektorje iz enacbe (1-2) izrac¢unamo pripadajoce matrike
kofaktorjev, in sicer:
Qan =N"!
Qu = Q - BQaaB” (1-3)
Qi = Q- Qu = BQanB'

[zrac¢unamo tudi referencno varianco a-posteriori 63:

p P
&SZV v _vPv (1-4)
n — ng r

Varian¢no-kovarianéne matrike (3aa, 2y, in 3j) za vse tri izracunane vektorje, ki predstavljajo

resitev funkcionalnega modela (A, v in 1), izracunamo tako, da matrike kofaktorjev iz enacbe (1-3)
pomnozimo z ustrezno referenéno varianco o2, torej:

Yi=0'Qy  i={Av,I} (1-5)
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Katero izmed referenc¢nih varianc, 632 ali o7, bomo uporabili v enacbi (1-5) bomo detajlneje obrazlozili
v poglavju o globalnem testu.

1.3 Prenos varianc in kovarianc pri pogojni izravnavi

Kako resimo funkcionalni model pogojne izravnave smo tudi spoznali prejsnje leto, v sklopu poglavja
Pogojna izravnava po MNK. Sestavimo r pogojnih enacb, ki jih lineariziramo in zapiSemo v matriéni
obliki:
Av=f=d-1 (1-6)
Pri pogojni izravnavi nimamo neznank, zato bo resitev funkcionalnega modela podana z resitvijo
dveh vektorjev, in sicer:
v=QA" (AQA") 'f

. (1-7)
I=1+v

Stohasti¢ni model resimo tako, da za oba vektorja iz enacbe (1-7) izracunamo pripadajo¢i matriki
kofaktorjev, in sicer:

vi = QATPBAQ
Qﬁ = Q - vi

[zracunamo tudi referenc¢no varianco a-posteriori 63, in sicer na povsem isti nacin kot v primeru

(1-8)

posredne izravnave iz enacbe (1-4):

P R o
632 v Pv vPv (1-9)
n — Ng T

Varian¢no-kovariancéni matriki 3, in Xj; spet dobimo z mnoZenjem matrik kofaktorjev iz enacbe
(1-8) z ustrezno referenéno varianco.

1.3.1 Izracun neznank in natanc¢nosti neznank pri pogojni izravnavi

Iz pogojne izravnave sledi, da so rezultat le popravki opazovanj, izravnana opazovanja in natanc¢nosti
obeh koli¢in. Torej, tu neznank ni, zato jih je potrebno izracunati po izravnavi (npr. koordinate tock,
visine tock, povrsine itd.). Za izrac¢un iskanih koli¢in seveda uporabimo izravnana opazovanja i, za
katera pa imamo izracunano kovariancno matriko ;. Iskane kolicine bomo predstavili z vektorjem
y, ki se ga izracuna kot:

y = F() (1-10)

Kako izracunamo natancénosti neznank oziroma varian¢no-kovarianéno matriko 3,,? Uporabimo
zakon o prenosu varianc in kovarianc, ko nimamo nadstevilnih opazovanj (glej prejsnje poglavje
Zakon o prenosu varianc in kovarianc). Izracunali bomo Jakobijevo matriko J kot:

_ k() .
I=— (1-11)

Na osnovi Jakobijeve matrike J iz enacbe (1-11), matrike kofaktorjev iz enacbe (1-8) in ustrezne
referencne variance, bomo izrac¢unali varian¢no-kovarianéno matriko 33, neznank kot:

3, =JE;J" (1-12)

3
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1.4 Lastnost zakona o prenosu varianc in kovarianc pri MNK

Iz vsebine poglavij 1.2 in 1.3 lahko potegnemo par zakljuckov, ki opisujejo lastnosti izracunanih
rezultatov stohasticnega modela izravnave, in sicer:

» Na rezultate ne vpliva vrsta izravnave. Tako s posredno kot tudi s pogojno izravnavo moramo
dobiti enake rezultate. To velja tako za rezultate funkcionalnega kot tudi stohasticnega mo-
dela. Pri pogojni izravnavi za izracun postopamo v dveh korakih, prvo izracunamo izravnana
opazovanja, iz njih pa neznanke (glej poglavje 1.3.1).

+ Natanc¢nost popravkov opazovanj (iz X,,) in tudi izravnanih opazovanj (iz X;;) je vedno vecja
kot natancnost merjenih opazovanj (iz ). Kako to lahko vidimo? Ce preuredimo tretjo enacho
(1-3) (ali drugo enacbo (1-8)), bomo dobili

Kofaktorji so vedno pozitivne koli¢ine (g; > 0), zato bo za vsako merjeno vrednost opazovanja
l;, njegov popravek v; in izravnano vrednost [; veljalo:

op = 0. 407 — oy, > 0y, N 0y, > 0 (1-14)
Posledica je ta, da so v primeru metode najmanjsih kvadratov rezultati izravnave VEDNO
visje natancnosti kot sama opazovanja. To je eden izmed zelo pomembnih zakljuckov in moti-
vov, zakaj v geodeziji poskusamo vedno pridobiti ve¢ opazovanj kot jih nujno potrebujemo.

e 7 narascanjem stevila opazovanj in z narasc¢anjem nadstevilnih opazovanj, bomo ugotovili, da
velja:
Yaan — 0 Eﬁ — 0 Yow — X (1*15)

Torej, natancénosti neznank so vedno vecje, standardni odkloni bodo konvergirali proti nicli.
Enako velja za standardne odklone izravnanih opazovanj. Po drugi strani, pa bodo standar-
dni odkloni popravkov opazovanj postajali vedno bolj enaki standardnim odklonom merjenih
opazovanj.

« Referen¢na varianca a-posteriori 62 opisuje varianco opazovanj, izracunano na osnovi vzorca
n-tih opazovanj in referenc¢ni standardni odklon a-posteriori 6y tako predstavlja natancénost
izvedenih opazovanj. Referen¢no varianco 62 (enacbi (1-4) in (1-9)) izra¢unamo iz popravkov
opazovanj, ki predstavljajo razliko med merjeno in srednjo vrednostjo, kar je povsem enako kot
izracun variance vzorca pri statistiki.
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1.5 Primer 1 — dolzina merjena stirikrat

Dolociti zelimo razdaljo D med tockama A in B, zato smo z merskim trakom dolzino izmerili stirikrat,
kot prikazuje slika 1-1. Opazovanja, ki smo jih dobili so: d; = 32,51 m, dy = 32,48 m, d3 = 32,52 m
in dy = 32,53 m.

A dl) d27 d37 d4 B
D=?
Slika 1-1: Prikaz izmerjenih dolzin med dvema tockama

Ce so opazovanja enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, s pogojno in posredno izravnavo po
MNK izravnaj opazovanja. Dolo¢i vrednost neznane dolzine D in njeno natanc¢nost. Izracunaj tudi
popravke opazovanj, izravnana opazovanja in njihove natancnosti.

1.5.1 Resitev s pogojno izravnavo

Resitev dobimo po korakih iz poglavja 1.1. Za samo pogojno izravnavo glejte poglavije Pogojna
izravnava po MNK in vse primere tega poglavija prejsSnjega leta.

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni ¥10c101 izravnave.
Vidimo, da imamo n = 4 opazovanih dolzin (1 = [ di dy dz dy } ), kjer bi za enoli¢no
dolocitev dolzine D potrebovali le ng = 1 opazovanje. Glede na geometrijo sestavimo torej
r = 3 pogojne enacbe oblike:

Fl = dg - dl =0
Fy=ds—d; =0 (1-16)
E3 = Cz4 - (Zl =0

Enacbe (1-16) zapiSemo v matri¢ni obliki:

(%1

-1 10 0] 0,03m
Av=f = 10107 =|-00lm (1-17)
100 1|7 —0,02m
V4

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave
Ker so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, sta matrika kofaktorjev opazo-
vanj Q in matrika utezi P enotski matriki, velikosti 4 x 4.

3. Resimo funkcionalni model izravnave.
Resitev funkcionalnega modela izravnave predstavljata vektorja:

0,00 m 32,51 m
0,03 m s 32,51m
= ’ 1=1 = ’ 1-1
V7 —001m V= 52,51m (1-18)
—0,02m 32,51 m
Ker nas zanima dolzina D, jo dolo¢imo iz izravnanih opazovanj. Izberemo npr.:
D=d, =325lm (1-19)
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4. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Za resitev stohasticnega modela izravnave izracunamo matriki kofaktorjev Q.. in Qj;, in sicer:

0,75 —025 —025 —0,25
025 075 —025 —0.25
o = ATP A — 9 9 9 9
Qu=QAPeAQ=1"_1or 025 075 —025
025 —0.25 0,75 —0,25
(1-20)
025 025 0,25 0,25
025 025 0,25 0,25
Qi =Q—Qu = 025 0,25 025 0,25
025 025 0,25 0,25

Na osnovi pogreskov opazovanj izra¢unamo tudi referencno varianco a-posteriori 3 in referencni
standardni odklon a-posteriori dy:

vIiPpP

~2

vIPv
0-0 —

n — Ng T
6o = /62 =0,022m

5. Izberemo si ustrezno referenc¢no varianco in izracunamo iskane variancéno-kovariancne matrike.

Y 4667 x 104 m?

(1-21)

Ker imamo na voljo le referen¢no varianco a-posteriori 62 iz enacbe (1-21), z njo izracunamo
obe iskani kovarianéni matriki (3., in 3j). Matriki kofaktorjev iz enacbe (1-20) pomnozimo
z varianco iz enacbe (1-21) in dobimo:

3,500 x 107 —1,167 x 10~* —1,167 x 107 —1,167 x 1074

—1,167 x 10~*
—1,167 x 10~*
—1,167 x 10~*

EUU

3,500 x 10~*
—1,167 x 107*
—1,167 x 10~*

—1,167 x 107* —1,167 x 10~*
3,500 x 107* —1,167 x 10~*
3,500 x 107* —1,167 x 10~*

- 1-22
1,167 x 107% 1,167 x 10~* 1,167 x 10~* 1,167 x 10~* (1-22)

1,167 x 107* 1,167 x 107* 1,167 x 107* 1,167 x 1074
1,167 x 107* 1,167 x 107* 1,167 x 107* 1,167 x 1074
1,167 x 107* 1,167 x 107* 1,167 x 10~* 1,167 x 10~*

i

Dolo¢iti pa zelimo tudi natancnost op iskane dolzine D. “Izrac¢unali” smo jo iz vektorja iz-
ravnanih opazovanj (glej enacbo (1-19)), zato moramo nastaviti Jakobijevo matriko J, ki je
velikosti 1 x 4, saj imamo eno neznanko (D), vektor 1 pa je velikosti 4 x 4. Odvajamo enacbo
(1-19) po vseh izravnanih opazovanjih in dobimo:

oD
ody

oD
0d2

oD
ad3

oD

J=| l=[1000] (1-23)

Po zakonu o prenosu varianc in kovarianc dobimo varian¢no-kovarianéno matriko neznanke ¥ p
kot:

Yp=o0p=JE;]" = 1,167 x 10~ * m? (1-24)

Natancnost op dobimo tako, da varianco iz enacbe (1-24) korenimo in dobimo op = 0,011 m.
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6. Iz vseh variancno-kovarian¢nih matrik stohasticnega modela izracunamo natancnosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
Natancnosti popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj dobimo tako, da korenimo diago-
nalne elemente iz obeh kovarianénih matrik iz enacbe (1-22). Natancnosti vseh popravkov so
enake, prav tako natancnosti vseh izravnanih opazovanj:

0, =0019m  0; =001lm  i={1,2,34} (1-25)

Iz obeh kovarian¢nih matrik X, in 3j; iz enacbe (1-22), kot tudi iz obeh matrik kofaktorjev
Q. in Qj; iz enacbe (1-20), lahko vidimo, da so popravki med seboj korelirani, prav tako so
tudi izravnana opazovanja. Korelacije so:

P, = =033 050 =100 i, j={1,234}NiF] (1-26)

1.5.2 Resitev s posredno izravnavo

Tudi tu bomo sli po korakih iz poglavja 1.1, za postopek posredne izravnave pa glejte poglavje
Posredna izravnava po MNK in vse primere tega poglavja prejsnjega leta.
1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.
Pri izmerjenih n = 4 dolzinah, kjer bi za enoli¢no dolocitev dolzine D potrebovali le ny = 1
opazovanje, bomo nastavili u = 1 neznank, in sicer x = [D]. Sestavimo n = 4 enacb popravkov,
ki imajo obliko:
Fi=d —D=0

Fy=dy— D=0
y=ds— D=0
Fo=dy— D=0

Enacbe (1-27) zapisemo v osnovni matri¢ni obliki posredne izravnave, kjer za priblizno vrednost

(1-27)

neznanke izberemo Dy = 0,00 m:

u —1 —3251m
Vg —1 —32,48 m
BA — f - 128
v - v | T 21 [oD] —3252m (1-28)
Uy -1 —32,53m

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Ker so opazovanja enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, sta matrika kofaktorjev opazo-
vanj Q in matrika utezi P enotski matriki, velikosti 4 x 4.

3. Resimo funkcionalni model izravnave.
Resitev funkcionalnega modela posredne izravnave predstavljajo trije vektorji:

0,00m 32,51 m
0,03m < 32,51 m
A— | i—l4v=|2> 1-29
[3251m | v —0,01m V=1 3951m (1-29)
~0,02m 32,51 m

Dolzino D dobimo tako, da priblizni vrednosti Dy pristejemo popravek iz vektorja A = [0D]
in dobimo:
D=Dy+6D=3251m (1-30)

7



GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

4. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Resitev stohasti¢nega modela izravnave pomeni izra¢un vseh treh matrik kofaktorjev Qana, Quy
in Qy;, in sicer:

Qar=N"1= [ 0,25 }

075 —025 —025 —0,25

025 0,75 —025 —025

025 —025 0,75 —025

025 —025 0,75 —025 (1-31)

0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 0,25 0,25 0,25

vi = Q - BQAABT =

Q[[:Q_QUU:

Iz prve enacbe (izracun Qaa) vidimo, da je vrednost enaka 0,25 = 1/n = 1/4.

Na osnovi pogreskov opazovanj izra¢unamo tudi referencno varianco a-posteriori 3 in referencni
standardni odklon a-posteriori dy:

P P
52=" "V Y oV 4667 x 1074 m?
n—ng T (1-32)

o = /62 =0,022m

5. Izberemo si ustrezno referenc¢no varianco in izracunamo iskane variancéno-kovariancne matrike.

Ker imamo na voljo le referencno varianco a-posteriori 63 iz enacbe (1-32), z njo izra¢unamo vse
iskane kovarianéne matrike (X, 3y, in Xj;). Matrike kofaktorjev iz enacbe (1-31) pomnozimo
z varianco iz enacbe (1-32) in dobimo:

Saa = | 1,167 x 107" |

3,500 x 107* —1,167 x 107* —1,167 x 10~* —1,167 x 10~*
—1,167 x 107* 3,500 x 10™* —1,167 x 10~* —1,167 x 10~*
—1,167 x 107* —1,167 x 10=* 3,500 x 10~* —1,167 x 10~*
—1,167 x 107* —1,167 x 10™* 3,500 x 10~* —1,167 x 10~* (1-33)

1,167 x 107* 1,167 x 107* 1,167 x 10~* 1,167 x 10~*
1,167 x 1074 1,167 x 10™* 1,167 x 107* 1,167 x 10~*
1,167 x 1074 1,167 x 10™* 1,167 x 10~* 1,167 x 10~*
1,167 x 107* 1,167 x 107* 1,167 x 10~* 1,167 x 10~*

Tu vidimo prednost posredne izravnave pred pogojno izravnavo. V primeru posredne izrav-
nave dobimo vrednost neznanke neposredno (A), prav tako tudi kovariantno matriko neznank
(X aa). Dodatnega izra¢una neznank in njihovih natancénosti ni potreben.

6. Iz vseh variancno-kovarian¢nih matrik stohasticnega modela izracunamo natancnosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
Spet korenimo vse diagonalne elemente vseh kovarianénih matrik iz enacbe (1-33). Za neznanko
dobimo:

A

op =1/62Qan = —2 = 0,011m (1-34)

Bl



GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

Enacba (1-34) opisuje, kako dobimo natancnost dolzine D pri posredni izravnavi po MNK.
Vemo, da &y predstavlja natanénost opazovanj in op dobimo tako, da natancénost opazovanj
delimo s korenom Stevila opazovanj. Iz tega sledi, da je natanc¢nost op premo sorazmerna z
natancnostjo opazovanj in obratno sorazmerna s stevilom opazovanj. Veckrat kot izmerimo
dolzino (ko n narasca), bolj natanéno dobimo izravnano dolzino D. Teoretitno to pomeni,
da lahko s ponovljenimi izmerami iste koli¢ine pridemo do poljubne natancnosti izravnane
vrednosti. A paziti moramo, da v opazovanjih nimamo ne grobih ne sistemati¢nih pogreskov.

Kar se tice popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj, pa velja enako kot v primeru pogojne
izravnave. Dobimo:

oy, =0,019m o5 =0,011m  i={1,2,3,4} (1-35)

Tudi korelacije bodo enake, lahko vidimo, da so popravki med seboj korelirani, prav tako so
tudi izravnana opazovanja. Korelacije so:

Po, = =033 055 =100 ij={123,4} Ni#] (1-36)



GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

1.6 Primer 2 — premica v ravnini

V ravnini imamo tri tocke, za katere imamo dane koordinate z, koordinate y pa so opazovane,
Ty (z1;y1) = (2,0;3,2), To(we; 1) = (4,0;4,0) in Ty(xs;ys) = (6,0;5,0), kot prikazuje slika 1-2. Ce je
bila koordinata y3 izmerjena dvakrat bolj natancéno kot ostali dve, s posredno izravnavo po MNK
izravnaj opazovanja in doloci enacbo premice, ki se optimalno prilega podanim tockam. Izracunaj
tudi natanc¢nost doloc¢enih parametrov premice. Izracunaj koordinato yr za tocko T, ki ima xp = 7,0
ter njeno natancnost oy,

y T -

-~ Tl yT :?

Slika 1-2: Tocke v ravnini

1.6.1 Resitev s posredno izravnavo

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.
[zmerjene imamo koordinate y tock, torej n = 3. Za enoli¢no doloc¢itev premice potrebujemo
ng = 2 opazovanj, zato imamo r = 1 opazovanj. Uvedemo wu = 2 neznank, ki sta ravno

parametra premice, torej x = [a b} . Enacbe popravkov sestavimo v obliki:
=9 —ax;—b=0
FzEgQ—a/xQ—b:O (1*37)
[5=93—ax3—b=0

Enacbe (1-37) zapisemo v osnovni matri¢ni obliki posredne izravnave, kjer za priblizno vrednost
neznanke izberemo ay = by = 0,0. Dobimo:

VU —-2,0 —1.0 5 —-3,2
v+BA=f — v | + | —4,0 —1,0 [521 =1 —4,0 (1-38)
Vs —6,0 —1,0 —5,0

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Opazovanja so razliéne natanc¢nosti, ne vemo pa, kaksne te natancnosti so. Vemo le, da je
natancnost koordinate ys; dvakrat vedja od natancnosti ostalih dveh koordinat y; in y,. Ce
si izberemo za referencno varianco a-priori of = 031, bosta matriki kofaktorjev Q in utezi P

opazovanj enaki:

1,00 0,00 0,00 1 00
Q= 0,00 1,00 0,00 P=]1010 (1-39)
0,00 0,00 0,25 0 0 4
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

3. ResSimo funkcionalni model izravnave.

Resitev funkcionalnega modela posredne izravnave predstavljajo trije vektorji:

—0,038 3,162
4 1 Y “ )
= l S’Qi;(j ] v=1| 0076 I=1+v=4076 (1-40)
’ —0,010 4,990

Konc¢na parametra premice a in b dobimo tako, da popravka parametra iz vektorja A iz enacbe
(1-40) pristejemo pribliznim vrednostim. Ker sta priblizni vrednosti enaki 0,0, dobimo seveda

kar vektor A:
a 0,4571
e[ omovan[28T] e

4. Resimo tudi stohasticni model izravnave.

Resitev stohasticnega modela izravnave pomeni izra¢un vseh treh matrik kofaktorjev Qana, Qu
in Qy;, in sicer:

7143 x 1072 —3,571 x 107!
=N'= ’ '
Qaa l ~3,571 x 10~ 1,952 ]
1,905 x 1071 —3,810 x 107} 4,762 x 1072
Q. = Q- BQaaBT = | —3810x 107! 7,619 x 107} —9,524 x 102

1-42
4762 x 1072 —9.524 x 1072 1,190 x 102 (1-42)

8,095 x 10~1 3,810 x 10~} —4,762 x 10~2
Qi=Q-Qu=1| 38l0x107" 2381 x 107! 9,524 x 102
—4762 x 1072 9,524 x 1072 2,381 x 10~}

Na osnovi pogreskov opazovanj izra¢unamo tudi referencno varianco a-posteriori 67 in referencni
standardni odklon a-posteriori dy:

. VIPv  Vv'Pv _3
65 = = = 7,619 x 10
n —ng r (1-43)

60 = \/33 = 0,087

5. Izberemo si ustrezno referenc¢no varianco in izracunamo iskane variancéno-kovariancne matrike.

Ker imamo na voljo le referencno varianco a-posteriori 63 iz enacbe (1-43), z njo izra¢unamo vse
iskane kovariancne matrike (X, 3, in 3j;). Matrike kofaktorjev iz enacbe (1-42) pomnozimo
z varianco iz enacbe (1-43) in dobimo:

5,442 x 107 —2,721 x 1073
| —2,721 x 107 1,488 x 1072

1,451 x 1073 —2,902 x 10~% 3,628 x 1074
Yoo = | —2,902 x 107% 5,805 x 1073 —7,256 x 10~*
3,628 x 107* —7,256 x 107* 9,070 x 107
6,168 x 1073 2,902 x 1073 —3,628 x 1074
=] 2902x107% 1814 x 107 7,256 x 104
—3,628 x 107* 7,256 x 107* 1,814 x 1073

YAA =

(1-44)
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

6. Iz vseh variancno-kovarian¢nih matrik stohasticnega modela izracunamo natancnosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
Za izra¢un natancnosti vseh koli¢in, korenimo diagonalne elemente vseh kovarian¢nih matrik
iz enacbe (1-44), korelacije pa dobimo iz izven-diagonalnih elementov matrik. Za neznanke
dobimo:

o, = 0,023 op = 0,122 Pab = —0,96 (1-45)
Natancnosti in korelacije popravkov opazovanj so enake:

o, =0,038 0, =0076 o, = 0,010

(1-46)
Poivs = —1,00 pyey = 1,00 pyyey = —1,00
Natancnosti in korelacije izravnanih opazovanj pa so enake:
oy = 0,079 0y, =0,043 oy, = 0,043 (1-47)
Pirge = 0,87 Pings = —0,11 Piots = 0,40
Na koncu izracunajmo Se yr in njeno natancnost oy,. Izracun koordinate yr je enak:
yr = axp + b = 5,448 (1-48)

Kako izrac¢unati natanc¢nost o,,? Uporabimo zakon o prenosu varianc in kovarianc, izhajamo iz
enacbe (1-48), kjer ugotovimo, da smo za izracun yr uporabili vektor x, za katerega poznamo
varianc¢no-kovarianéno matriko 3aa. Prvo nastavimo Jakobijevo matriko J, ki ima obliko:

J=[2r 2 |=170 10| (1-49)

Nato pa po zakonu o prenosu varianc in kovarianc izracunamo varianco UZT in nato Se natanc¢nost
Oyt

op, =JI8and" =3447 x 107 — oy = 0,059 (1-50)

Naloga, kot je prikazana v tem primeru, je zelo pogost primer uporabe MNK v geodeziji in se nanasa
na interpolacijo. Pri interpolaciji imamo na voljo le niz tock v ravnini (kot so tri tocke v nalogi), kjer
so po navadi za dane koordinate z izmerjene koordinate y. Predpostavlja se, da tocke lezijo na neki
krivulji (v nasem primeru premici), ki ji ne poznamo enacbe. Zato z MNK poskusamo geometrijo
te krivulje oceniti z enostavnimi funkcijami (premica, polinomi in podobno), cilj pa je, da lahko za
poljubno koordinato z izra¢unamo koordinato y (v nalogi smo za xp nato rac¢unali yr). Drug zelo
pomemben rezultat pa je tudi ocena kakovosti interpolirane vrednosti koordinate y.

V nasem primeru predpostavljamo, da tocke lezijo na premici, zato smo izracunali premico, ki se
optimalno prilega tockam (na sliki ¢rtkana ¢rna ¢rta), kot to prikazuje slika 1-3. Na osnovi enacbe
te premice lahko za vsako koordinato x izrac¢unamo (interpoliramo) vrednost koordinate y. Ko
racunamo vrednost y za tak x, ki lezi znotraj podanih tock, temu pravimo interpolacija, ¢e pa x
lezi izven tock (kot je to primer na sliki spodaj — siva ¢rtkana ¢rta), pa temu reCemo ekstrapolacija.
Kakovost interpoliranih tock je podana s sivim obmoc¢jem, ki je omejeno z rdec¢ima krivuljama.
Takoj lahko vidimo, da je sivo obmocje ozje tam, kjer so tocke in se razsirja z oddaljevanjem od
tock. Posledica je, da so interpolirane tocke veliko boljse kakovosti, kot ekstrapolirane tocke. Kako
pa dolo¢imo natanc¢nost interpoliran/ekstrapolirane tocke? Le-ta je prikazana z modrim intervalom
za interpolirano vrednost y;.

12



GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

x
Slika 1-3: Prikaz interpolacijske premice in natanc¢nosti interpoliranih tock na premici

1.6.2 Resitev s pogojno izravnavo

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.
Ker imamo n = 3 opazovanjih koordinat y toc¢k premice in bi potrebovali ng = 2 koordinat
y za enolicno dolocitev premice, imamo r = 1 nadstevilnih opazovanj, kar nam doloci stevilo
pogojnih enacb. Pogoj, ki mu morajo opazovanja (koordinate y) in konstante (koordinate x)
zadoscati zapiSemo v pogojni enacbi kot:
= Us— O

F = (1-51)
To — X1 T3 — T2

Ce enacbo (1-51) preuredimo, dobimo konéno obliko:

o A 1 1 A
Fr=1 —?/2< + >+y3

T2 — X7 T2 — X7 X3 — T2

1

€T3 — T2

=0 (1-52)

Ce vektor opazovanj 1 privzamemo enako kot pri posredni izravnavi (poglavije 1.6.1, glej enacbi
(1-37) in (1-38)), potem pogojno enacbo (1-52) lahko zapiSemo v osnovni matriéni Av = f
obliki pogojne izravnave izravnave, kjer dobimo:

U1
s G e | = s e G as) T |
U3
(1-53)
Ce v enacbo (1-53) vstavimo numeri¢ne vrednosti opazovanj in konstant, dobimo:
U1
[ 050 —1,00 050 | | vy [ =]-010 | (1-54)
U3

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Privzamemo isti stohasti¢ni model kot pri posredni izravnavi, kot je to v enacbi (1-39).

13



GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

3. Resimo funkcionalni model izravnave.
Resitev funkcionalnega modela pogojne izravnave predstavljata vektorja popravkov opazovanj
v in vektor izravnanih opazovanj l:

—0,038m 3,162 m
v=| 0076m 1=1+v=1_4,076m (1-55)
~0,010m 4,990 m

Dobimo seveda iste rezultate kot pri posredni izravnavi (enacba (1-40)).

4. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Resitev stohasticnega modela izravnave pomeni izracun obeh matrik kofaktorjev, Q,, in Qy,
kjer dobimo:

1,905 x 1071 —3,810 x 107! 4,762 x 102
Qu = QATPeAQ = | —3810x 107" 7,619 x 107! —9,524 x 102
4,762 x 1072 —9,524 x 1072 1,190 x 1072
8,095 x 107! 3,810 x 107! —4,762 x 102
Q;=Q-Qu=| 3810x107" 2381 x 107" 9,524 x 1072
—4,762 x 1072 9524 x 1072 2,381 x 107!

(1-56)

Na osnovi pogreskov opazovanj izra¢unamo tudi referencno varianco a-posteriori 3 in referencni
standardni odklon a-posteriori 6¢:
T T
R v -Pv v Pv _
6o = = =7,619x 1073
n —ng r (1-57)
b9 = /62 = 0,087

5. Izberemo si ustrezno referenc¢no varianco in izracunamo iskane variancéno-kovariancne matrike.
Za izracun uporabimo referen¢no varianco a-priori o3 in z njo izra¢unamo obe iskani kovariancni

matriki (X, in Xj). Matrike kofaktorjev iz enacbe (1-56) pomnozimo z o3 in dobimo:

1,451 x 1073 —2,902 x 10~* 3,628 x 10~*
Yo =] —2,902 x 1073 5,805 x 107* —7,256 x 10~*
3,628 x 107* —7,256 x 107* 9,070 x 107
6,168 x 1073 2,902 x 1073 —3,628 x 107*
Xi=1] 2902x107% 1814 x 1073 7,256 x 104
—3,628 x 107* 7,256 x 107* 1,814 x 1073

(1-58)

Tudi tu dobimo, seveda, iste rezultate kot pri posredni izravnavi.

6. Iz vseh varian¢no-kovarianénih matrik stohasti¢nega modela izracunamo natan¢nosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
Glede na to, da smo dobili enaki kovarian¢ni matriki v enacbi (1-58) kot pri posredni izravnavi,
bodo seveda enake tudi natanc¢nosti in korelacije, ki bi jih izra¢unali iz obeh matrik. Rezultati
so tako podani v enacbah (1-46) in (1-47).

Resitev pogojne izravnave po MNK so popravki in izravnana opazovanja in pripadajoce kovarianc¢ne
matrike. Naloga pa od nas zahteva enacbo premice, ki se optimalno prilega tockam in interpolacija
s pomocjo premice pri vrednosti xp = 7,0. Naloga je dokaj enostavna in sestavljena iz dveh korakov:
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

1. Izra¢un parametrov premice (a in b) s pripadajoco variancno-kovarianéno matriko (X,), upo-
rabimo zakon o prenosi varianc in kovarianc.

2. Ko imamo doloc¢eno optimalno premico, izracunamo vrednost yr in njeno natancnost, kjer Se
enkrat uporabimo zakon o prenosu varianc in kovarianc. Podatki tu so rezultati prejsnje alineje.

Pokazimo pa tu, kako lahko obe zgoraj podani alineji izvedemo v enem koraku. Kot prvo je potrebno
pokazati, kako se vse tri koli¢ine izracunajo. Seveda izhajamo iz izravnanih opazovanj, torej vektorja
1 iz enacbe (1-55)

a=L2"Y b=, —ax; yr =axr +0b (1-59)
T2 — X1

Iz enacbe (1-59) lahko vidimo, da se a izra¢una na osnovi izravnanih opazovanj (in konstant), za b

se uporabi tudi a, medtem ko se za y; uporabita tako a kot tudi b. Ce vse tri enacbe zapisemo tako,

da bodo na levi strani samo racunane koli¢ine (a, b in yr), na desni pa samo Se izravnana opazovanja

(1) in konstante (koordinate z), dobimo:

a=L"9 o457
To — X1
b=g — L2V — 292476 (1-60)
To — T
yr=2"Por 49— L7 = 54476
To9g — T1 To — T1

Enacbe (1-60) so osnova za prenos varianc in kovarianc, da dobimo variancno-kovarianéno matriko
vseh treh neznank (3.,). Prvo odvajamo vse tri opazovanja po vseh izravnanih opazovanjih, da
dobimo matriko J, ki je enaka:

—0,5000  0,5000 0,0000
J= 2,0000 —1,0000 0,0000 (1-61)
—1,5000  2,5000 0,0000

Izracun varianc¢no-kovariancéne matrike 33, sledi osnovni enacbi zakona o prenosu varianc in kovari-
anc, in sicer:

5442 x 107 —2,721 x 1073 1,088 x 1073
Y. =20 = | —2721 x 1073 1,488 x 1072 —4,172 x 1073 (1-62)
1,088 x 1073 —4,172 x 1073 3,447 x 1073

Natancnosti in korelacije med vsemi neznankami iz varian¢no-kovarianéne matrike 3., iz enacbe
(1-62) so:
o, =0,023 oy =0,122 o, = 0,059

(1-63)
pab = —0,956  pay, = 0,795 py,, = —0,583
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1.7 Primer 3 — parcela oblike paralelograma

Parcela ima obliko paralelograma, v kateri smo izmerili tri stranice in en kot, kot prikazuje slika
1-4. Opazovanja so : a = 8,0m, b = 6,0m, c = 7,1m (0, = 0, = 0. = 5,0cm) in o = 60° (o, =
30'). Izravnaj opazovanja s pogojno izravnavo po MNK in izracunaj povrsino parcele. Izrac¢unaj
tudi natancnosti vseh racunanih koli¢in in pripadajoce korelacije. Za izracun natancnosti uporabi
referencno varianco a-priori o3.

Slika 1-4: Skica parcele in izmerjenih opazovanj

1.7.1 Resitev s pogojno izravnavo

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.
Pri parceli oblike paralelograma imamo n = 4 opazovanj, kjer bi nujno potrebovali ng = 3.
Stevilo nadstevilnih opazovanj je torej r = 1, kar doloca Stevilo pogojnih enacbh, ki ima obliko:

i =a24 b —2abcosa — & =0 (1-64)

. T
Ce nastavimo vektor opazovanj 1 = [a b ¢ a} , potem pogojno enacbo (1-64) lahko zapi-
semo v osnovni matri¢ni obliki pogojne izravnave izravnave, kjer dobimo:

Av

I
-

—~ [ 1000 400 —1420 83,14 ] =] -1,59 ] (1-65)

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Opazovanja so razlicne natanc¢nosti, ki so tudi podane. Ce nastavimo za referencno varianco

a-priori o = 02, potem bodo kofaktorji ¢; in utezi p; opazovanj enake:

Qazl szl qc:1 qa=0,0305

1-66
Pa=1 pp=1 p.=1 p,= 32,8281 ( )

3. Resimo funkcionalni model izravnave.
Resitev funkcionalnega modela pogojne izravnave predstavljata vektorja popravkov opazovanj
in vektor izravnanih opazovanj:

0,030m 7.970m
~0,012m - 5,988 m
= ! 1 = 1 - ’ ]‘7
M 0,043 m V=l 7 143m (1-67)
—0,00762 1,03957
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Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

Popravki opazovanj in izravnana opazovanja iz enacbe (1-67) so podani v metrih za stranice in
v radianih za kot o. Popravek kota in izravnan kot v seksagezimalnem sistemu sta v, =—26,21’
in & =59°33'47,51".

. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Resitev stohasticnega modela izravnave pomeni izracun obeh matrik kofaktorjev, Q., in Qy,

kjer dobimo:

1,893 x 107!
7.573 x 1072
~2,688 x 10~
4,795 x 102

QUU = QATPeAQ =

7,573 x 1072
3,029 x 1072
—1,075 x 107!
1,918 x 102

—2,688 x 107!
—1,075 x 107!

3,818 x 10!
—6,809 x 1072

4,795 x 1072
1,918 x 1072
—6,809 x 1072
1,214 x 102

8,107 x 107!
—7,573 x 1072

—7,573 x 1072
9,697 x 1071

2,688 x 1071
1,075 x 107!

—4,795 x 1072
—1,918 x 1072

Qi = Q= Qu = 2,688 x 10~!

—4,795 x 1072

1,075 x 1071
—1,918 x 1072

6,182 x 10~
6,309 x 102

6,809 x 1072
1,832 x 1072

(1-68)
Na osnovi pogreskov opazovanj izra¢unamo tudi referencno varianco a-posteriori 4 in referencni
standardni odklon a-posteriori 6y:

o, VIPv v'P
0’0 = =

n — ng r
6o = /62 = 0,069

. Izberemo si ustrezno referencno varianco in izracunamo iskane varianc¢no-kovariancéne matrike.

Za izracun uporabimo referen¢no varianco a-priori 63 in z njo izracunamo obe iskani kovariancni

Y 4,786 x 1073
(1-69)

matriki (X, in ;). Matrike kofaktorjev iz enacbe (1-68) pomnozimo z of in dobimo:

4733 x 107 1,893 x 107* —6,721 x 10~* 1,199 x 10~
. 1,893 x 107* 7,573 x 107° —2,688 x 10~* 4,795 x 10~°
v —6,721 x 107* —2,688 x 107* 9,544 x 107* —1,702 x 10~*
1,199 x 107 4,795 x 1075 —1,702 x 10~* 3,036 x 107 .
2,027 x 1073 —1,893 x 107* 6,721 x 107* —1,199 x 10~* (1-70)
5 —1,803 x 107* 2424 x 1073 2,688 x 10~* —4,795 x 10~°
e 6,721 x 107* 2,688 x 10~* 1,546 x 1073 1,702 x 10~*
| —1,199 x 107* —4,795 x 1075 1,702 x 10~* 4,580 x 10~°

. Iz vseh variancno-kovariancnih matrik stohasti¢cnega modela izracunamo natanc¢nosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.

Za izra¢un natancnosti vseh koli¢in, korenimo diagonalne elemente vseh kovarian¢nih matrik
iz enacbe (1-70), korelacije pa dobimo iz izven-diagonalnih elementov matrik. Natanénosti
popravkov opazovanj so enake:

Ov, = 0,022m oy, = 0,009 m oy, = 0,031 m Oy, = 18,9’ (1-71)

Korelacije pa zapisimo v pregledni obliki kot:
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

Uq Up Ve (2
Vg 1,00
Up 1,00 1,00
ve | —=1,00 —1,00  1.00
Vo 1,00 1,00 —1,00 1,00

Iz zgornje preglednice je razvidno, da so vsi popravki med seboj popolnoma korelirani, korelacija
je bodisi 1 bodisi -1. Kljub temu, da ta rezultat zgleda presenetljivo, ni s teoreti¢nega stalisca
ni¢ posebnega. Lahko se pokaze, da je rang matrike Q,, enak rang(Q,,) = r = 1, kar pomeni,
da je samo en popravek neodvisen, ostali trije pa so odvisni popravki.

Izpisimo Se natanc¢nosti izravnanih opazovanj, ki so:

0; = 0,045 m o, = 0,049 m 0s; = 0,039 m o4 = 23,3 (1-72)

Korelacije med izravnanimi opazovanji izpisimo na enak nacin, kot pri popravkih:

a b ¢ &
al 1,00
b | —009 1,00
¢l 038 014 1,00
&l —-039 —0,14 064 1.00

Ker pa velja, da je rang(Qj;) = no = 3, pomeni, da je samo eno izravnano opazovanje odvisno,
tri so na neodvisna. Zato so korelacije med izravnanimi opazovanji razlicne od 1 ali -1, kot to
velja za popravke opazovanj.

Naloga od nas zahteva Se izracun povrsine S parcele in njene natancénosti og. Izhajamo iz izravnanih
opazovanj in povrsino S parcele, ki je oblike paralelograma, izracunamo kot:

S = absina = 41,1 m? (1-73)

Natancnost bomo tudi tu izracunali s pomocjo zakona o prenosu varianc in kovarianc. Izhajamo iz
vektorja izravnanih opazovanj [ iz enacbe (1-67), za katerega imamo izra¢unano kovarianéno matriko
v enacbi (1-70), funkcijska povezava pa je doloCena v enacbi (1-73). Za izracunano natancnost
povrsine dobimo:

og = 0,4m? (1-74)

1.7.2 Resitev s posredno izravnavo

Resitev po posredni izravnavi bomo prikazali v krajsi obliki, saj je vec¢ina koli¢in definirana in pred-
stavljena Ze v poglavju izracuna primera s pogojno izravnavo (glej 1.7.1).
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.
Stevilo opazovanj je n = 4, kjer bi nujno potrebovali ny = 3, zato je Stevilo neznank enako
u = 3. Za neznanke si izberemo take koli¢ine, da bodo izrac¢uni ¢im lazji, primer so:

ria y:b A« (1-75)

Na osnovi uvedenih neznank iz enacbe (1-75) sestavimo enacbe opazovanj v obliki:

Fi=a—z=0
(1-76)
Fy=¢—/2?2+y?—2xycos A=0
Matri¢ni model posredne izravnave ima obliko:
Vg —1,000 0,000 0,000 51 0,000
Up 0,000 —1,000 0,000 0,000
BA =f ) = 1-77
v - oo | 7| —0,693 —0277 —5.765 o 0111 | 70
Vo 0,000 0,000 —1,000 0,000
pri tem pa smo vektor pribliznih vrednosti neznank x, nastavili kot:
T a 8,000
Xo=| 4y |=1|0b|= 6,000 (1-78)
Ao a 1,047198

Priblizne vrednosti neznank iz enac¢be (1-78) so uporabljene za izra¢un parcialnih odvodov
enacb opazovanj iz enac¢be (1-76), s ¢imer dobimo elemente matrike B v matriéni enacbi (1-77).

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Stohasticen model je identi¢ne kot v primeru pogojne izravnave, glej poglavje 1.7.1 in enacbo
(1-66).

3. Resimo funkcionalni model izravnave.
Resitev funkcionalnega modela pogojne izravnave predstavljajo trije vektorji, vektor popravkov
pribliznih neznank A, vektorja popravkov opazovanj v in in vektor izravnanih opazovanj 1. Ker
imamo vektorja v in 1 Ze izra¢unana v enacbi (1-67), tu prikazujemo samo vektor A in vektor
kon¢nih vrednosti neznank x:

—0,030 m 7,970 m
A=| —0,012m X=Xo+A=| 598m (1-79)
—0,007591 1,039606

Popravka pribliznih vrednosti in kon¢ni vrednosti prvih dveh neznank, x in y, iz enac¢be 1-79 so
podane v metrih, medtem ko sta popravek in konc¢na vrednost neznanke A podana v radianih.
Popravek kota in izravnan kot sta A =—26,10" in A =59°33'54,16".

4. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Tudi v tem primeru bomo prikazali samo resitev stohasticnega modela za neznanke, saj so
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

resitve za popravke opazovanj in izravnana opazovanja podana v poglavju 1.7.1 (glej enacbo
(1-68)). Resitev stohasticnega modela izravnave pomeni izracun obeh matrik kofaktorjev, Q.,
in Qj;, kjer dobimo:

8,120 x 1071 —7,483 x 1072 —4,738 x 102
Qan=N"1=| 7483 x10"2 9,701 x 10~} —1,895 x 1072 (1-80)
—4,738 x 1072 —1,805 x 1072 1,846 x 1072

5. Izberemo si ustrezno referencno varianco in izra¢unamo iskane variancéno-kovariancéne matrike.
[zracun referen¢ne variance a-posteriori 63 in referenénega standardnega odklona a-posteriori
o je podan v enacbi (1-69), varian¢no-kovarian¢na matrika neznank ¥ je enaka:

2,032 x 1073 —1,871 x 107* —1,184 x 107
Sana=60Qan = | 1,871 x 107* 2,425 x 1073 —4,738 x 107° (1-81)
—1,184 x 107* —4,738 x 107° 4,616 x 107

6. Iz vseh variancno-kovarian¢nih matrik stohasticnega modela izracunamo natan¢nosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
Za izracun natancnosti neznank, korenimo diagonalne elemente kovariancne matrike iz enacbe
1-81, korelacije pa dobimo iz izvendiagonalnih elementov matrik.

0, =0045m 0, =0049m o4 =234 (1-82)

Korelacije pa zapisimo v pregledni obliki kot:

x Y A
x 1,00
x| —0,08 1.00
Al —-039 —0,14 1,00
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

1.8 Primer 4 — visinska geodetska mreza

V nivelmanski mrezi, kjer je visina tocke A dana (H4 = 320,0m), smo opazovali visinske razlike in
dolzine nivelmanskih linij, kakor jih prikazuje slika 1-5. Numeri¢ne vrednosti opazovanj so podane
v preglednici 1-1.

Preglednica 1-1: Izmerjene vrednosti visinskih razlik med reperji

VISINSKA RAZLIKA | DOLZINA LINIJE
Ah; =0,25m AB =10m
Ahy = 0,30 m BC =20m
Ahs = 0,60 m AC = 40m
Ahgs = —0,15m AD =15m
Ahs = 0,40 m CD =15m
Ahg = —0,15m AE =10m

S posredno izravnavo po MNK izravnajte opazovanja in dolocite izravnane vrednosti visin reperjev
B, C, D in E. Izracunajte tudi natancnosti izravnanih visin oy, op,, og, in om,, ter vse njihove
korelacije pm,m, (1,7 = B,C, D, ENi # j).

B C
Ahg —
Ahy
Ahy
Ahg

Ahg

D

Ahg —

Oy
Slika 1-5: Opazovane visinske razlike v visinski geodetski mrezi
Posredna izravnava tega primera je detajlno prikazana v poglavju Posredna izravnava po metodi naj-
manjsih kvadratov lanskega leta, in sicer kot Primer 9 - Visinska geodetska mrezZa, ko smo obravnavali

posredno izravnavo.

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.

Vidimo, da imamo n = 6 opazovanj, kjer Zelimo dolo¢iti visine Stirim reperjem ( ng = 4). Uve-
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

T
demo wu = 4, najbolj smiselno, da so to kar visine tock x = [HB H:s Hp HE} . Sestavimo
enacbe popravkov, ki povezujejo (izravnana) opazovanja in neznanke:

Fy=Ahy—Hg+Hy=0
[y = Ahy — Ho+ Hg =0
FstAils—Hc+HA=0
Fy=Ahy— Hp+ He =0
[y =Ahs— Hp+ Hy =0
Fy=Ahg— Hg+ Hy=0

(1-83)

Enacbe (1-83) zapisemo v osnovni matri¢ni obliki posredne izravnave, vendar moramo prvo
nastaviti priblizne vrednosti neznank:

Hpgy Hy+ Ahy 320,25 m
Heo Hy+ Ahs 320,60 m
— ’ — = 1784
=1 Hpy, Hy+ Ahg 320,40 m (1-84)
HEQ HA +Ah6 319,85m

Linearizirane enac¢be popravkov iz enac¢be (1-83), ob upostevanju pribliznih vrednosti neznank
iz enacbe (1-84), so oblike v+ BA = f in imajo obliko:

vy -1 0 0 0 0,00m |
Vo 1 -1 0 0 SHp 0,05m
Vs 0 -1 0 0 SHe 0,00 m
— 1-85
vy Lo o121 o SHp —0,05m (1-85)
Vs 0 1 0 SHp 0,00 m
o | | 0 0 0 —1| | 0,00m |

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Ker imamo podane dolzine nivelmanskih linij, so opazovanja razli¢nih natan¢nosti. Pri geome-
tricnem nivelmanu nastavimo matriko utezi, ki ima po diagonali kar inverzne vrednosti dolzin
nivelmanskih linij. Utezi opazovanj so enake:

p1 = 0,100 py = 0,050 ps = 0,025

(1-86)
ps=0,067 ps=0,067 pg=0,100

V tem primeru se nismo potrudili, da bi bile utezi cela stevila. Razloga za to sta dva. Prvi je,
da ne racunamo na roko, zato je vseeno, kaksne so numeri¢ne vrednosti. Drugi pa je v tem,
da nastavimo pravilne enote za utezi. UteZ posameznega opazovanja je dobljena kot p; = 1/d;
in ima enoto [m~!]. Ta enota bo pomembna pri izracunu referencne variance a-posteriori 63 v
nadaljevanju.

3. ResSimo funkcionalni model izravnave.
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

Resitev funkcionalnega modela posredne izravnave predstavljajo trije vektorji:

[ 45mm | [ 0,2545m |
0,0045 m 9,1 mm 0,3091 m
A —0,0364 m v —36,4mm i 14v— 0,5636 m (1-87)
0,0068 m —6,8 mm —0,1568 m
0,0000 m 6,8 mm 0,4068 m
0,0 mm —0,1500 m

Ce priblizni vrednostim neznank iz enacbe (1-84) pristejemo njihove popravke iz vektorja A
iz enacbe (1-87), dobimo izravnane visine novih reperjev:

Hp 320,2545 m
He 320.5636 m
pr— A p— p— ’ 17
X=X+ Hp 320,4068 m (1-88)
Hy 319,8500 m

4. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Resitev stohastiénega modela izravnave pomeni izracun vseh treh matrik kofaktorjev Qaa,
Q., in Q. Ker nas v nalogi zanimajo le natancnosti visin novih reperjev, zapisimo resitev
stohasti¢nega modela le za neznanke:

7,879 3,636 1,818 0,000
3,636 10,909 5,455 0,000
1,818 5,455 10,227 0,000
0,000 0,000 0,000 10,000

Qan=N""= (1-89)

Na osnovi pogreskov opazovanj izracunamo tudi referencno varianco a-posteriori 63 in referencni
standardni odklon a-posteriori 6y:

Tp Tp
5= YV 99197 %1070

n — g r (1-90)

G0 = \/62 = 0,0048

V enachi (1-90) ima referencna varianca a-posteriori 62 enote [m

2m~!], zato ima referen¢ni

standardni odklon a-posteriori enote [m/y/m]|, oziroma ¢e ga zapiSemo kot 6o = 4,8 mm/+/m,
potem nam ta vrednost pove, kaksna je natancénost izmerjenih visin v milimetrih na vsak meter.
V praksi zato matriko utezi velikokrat izracunamo tako, da dolzine nivelmanskih linij podajamo
v [km] in dobimo natanc¢nost visinskih razlik na dolzino linije [1km].

5. Izberemo si ustrezno referencno varianco in izracunamo iskane varian¢no-kovarianéne matrike.
Ker imamo na voljo le referen¢no varianco a-posteriori 62 iz enacbe (1-90), z njo izracunamo
vse iskane kovariancne matrike (3aa, 3y, in 3j). Tudi tu bomo prikazali le kovariancéno
matriko Xaa, ki ima obliko:

1,7906 x 10~* 8,2645 x 10™° 4,1322 x 107° 0,0000
8,2645 x 1075 2,4793 x 10~* 11,2397 x 10~* 0,0000

Yaa = 5 4 4 (1-91)
41322 x 10° 12397 x 10~ 2,3244 x 10 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 2,2727 x 1074
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6. Iz vseh variancno-kovarian¢nih matrik stohasticnega modela izracunamo natancnosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
Za izracun natanc¢nosti vseh viSin novih reperjev, korenimo diagonalne elemente kovariancne
matrike Xaa iz enacbe (1-91), korelacije pa dobimo iz izven-diagonalnih elementov matrike.
Za natanc¢nosti dobimo:

oy = 13,38mm  op, =1575mm oy, =1525mm oy, = 15,08mm (1-92)

Korelacije pa tudi v tem primeru zapisimo v pregledni obliki kot:

Hp He Hp Hg
Hg | 1,00

He | 0,39 1.00

Hp | 0,20 0,52 1,00

Hg | 0,00 0,00 0,00 1,00
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1.9 Primer 5 — ravninska geodetska mreza (1)

Podane imamo koordinate dveh danih tock, in sicer A(ya,z4) = (10,0m,10,0m) in B(yp,zp) =
(100,0 m, 20,0 m). Da bi dolo¢ili koordinate tocke T'(yz, x7), smo na tocki A izmerili smerni kot v} =
30°57" in dolzino d4r = 58,3 m, na tocki T pa bazni vektor rrp = (AyZ, AzB) = (60,0m, —40,0 m)
proti tocki B. Ce so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, s posredno in pogojno
izravnavo izravnajte opazovanja in dolocite koordinate tocke T'(yr, x7). ReSite tudi stohastiéni model
izravnave in dolocite natancénost ocenjenih koordinat tocke T'.

Slika 1-6: Izmerjen bazni vektor, dolzina in smerni kot za doloc¢itev koordinat nove tocke

Posredna izravnava tega primera je detajlno prikazana v poglaviju Posredna izravnava po metodi naj-
manjsih kvadratov lanskega leta, in sicer v Primer 8 - Ravninska geodetska mreZa, ko smo obravnavali
posredno izravnavo.

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.
Vidimo, da imamo n = 4 opazovanj, kjer zelimo doloc¢iti koordinati yr in xp tocke T', torej
ng = 2. Uvedemo u = 2 neznanki, seveda, kar iskani kolic¢ini, to sta koordinati x = [yT xT}T.
Sestavimo enacbe popravkov, ki povezujejo (izravnana) opazovanja in neznanke:

Fy EdAT_\/(yT_yA)2+(xT_xA)2:O

F, = 0} — arctan (M) =0
I — TA

(1-93)
Py = Aj7 —yp+yr =0

F4EA§C?—:EB+QCT:O

Enacbe (1-93) zapisemo v osnovni matri¢ni obliki posredne izravnave, vendar moramo prvo
nastaviti priblizne vrednosti neznank:

Xy = [yT,O] _ lyB - Ay?] — [4070 In‘| (1794)

TT0 rp — AzB 60,0 m

Linearizirane enacbe popravkov iz enac¢be (1-93), ob upostevanju pribliznih vrednosti neznank
iz enacbe (1-94), so oblike v+ BA = f in so enake:

. —0,51 —0,86 0,010m
v, —0,01 0,01 | [6yr 0,00024

A = 1795
VpyB + 1,00 0,00 [&L‘T] 0,000 m ( )
N 0,00 1,00 0,000 m
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2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Opazovanja so enake natancnosti in medseboj nekorelirana, zato sta matrika utezi P in matrika
kofaktorjev Q enotski matriki P = Q = I,,«,.

3. Resimo funkcionalni model izravnave.
Resitev funkcionalnega modela posredne izravnave predstavljajo trije vektorji:

0,0048 m 58,3048 m
~0,0025m 0,0002400 | - 0,5404194
N Y i—lpv=| o 1
l —0,0041m] V=1 0,0025m v 60,0025 m (1-96)
0,0041m 39,9959 m

V enachi (1-96) sta popravek v, T in izravnana vrednost 7} podana v radianih. ZapiSemo ju
lahko tudi v,z = 50" in & = 30°57'50".

Ce priblizni vrednostim neznank iz enacbe (1-94) pristejemo njihove popravke iz vektorja A
iz enacbe (1-96), dobimo izravnane koordinate tocke T', in sicer:

yr,o + 5yT] _ l 39,9975 m ]

1-97
XTT,0 + 5I‘T 59,9959 m ( )

X:X0+A:[

4. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Resitev stohastiénega modela izravnave pomeni izracun vseh treh matrik kofaktorjev Qaa,
Q. in Q. Ker nas v nalogi zanimajo le natancnosti koordinat tocke T', zapisimo reSitev
stohasti¢nega modela le za neznanki:

(1-98)

Q N-! l 0,8674 —0,2205]
AN — -

-0,2205  0,6323

Na osnovi pogreskov opazovanj izra¢unamo tudi referencno varianco a-posteriori 3 in referencni
standardni odklon a-posteriori 6¢:

Tp Tp
5= Y oV 9968 x 1077
n—ng T (1-99)

60 = /83 = 0,0048

5. Izberemo si ustrezno referenc¢no varianco in izracunamo iskane variancéno-kovariancne matrike.

Ker imamo na voljo le referen¢no varianco a-posteriori 62 iz enacbe (1-99), z njo izracunamo
vse iskane kovariancne matrike (Xaa, Xy in Xj), in tudi tu bomo prikazali le kovarianéno
matriko Xaa. Le-ta ima obliko:

1,967 x 1075 —5,000 x 1076

1-1
—5,000 x 1070 1,434 x 1077 (1-100)

EAA:l

6. Iz vseh varian¢no-kovarianénih matrik stohasti¢nega modela izracunamo natancnosti neznank,
popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
Da dobimo natancnosti o, in o0,, izracunanih koordinat tocke 7', korenimo diagonalna ele-
menta kovarianéne matrike XA iz enacbe (1-100), korelacijo py,., pa dobimo iz izven-diagonalnega
elementa matrike:

=444mm o0,, =3,79mm py.., = —0,30 (1-101)

U?JT
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

Kako bi nalogo lahko resili s pogojno izravnavo? Sestaviti moramo r = 2 pogojnih enacb. S slike
1-6 lahko preko geometrije naloge ugotovimo, da morata veljati:

— =d sin of + AQ
YB T YA = QAT S A T 2Y (1-102)

Tp —Tg= dATcosﬁ£+A£

Enacbi (1-102) predstavljata osnovo za sestavo pogojnih enacb pogojne izravnave po MNK.
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

1.10 Primer 6 — ravninska geodetska mreza (2)

V ravnini imamo podana polozaja dveh danih tock, A(ya;z4) = (5,0m;10,0m) in B(yp;xp) =
(20,0m; 0,0m). Da bi dolocili polozaj tocke T'; smo s tocke A opazovali dolzino a = 16,2m (o, =
0,1m) in kot a = 45° (0, = 30'), s tocke B pa dolzino b = 132m (0, = 0,1m) in kot f =
60° (o3 = 30), kot to prikazuje slika 1-7. S pogojno in posredno izravnavo po MNK izravnaj
opazovanja in izracunaj koordinate tocke T'(yr, z7), natancénosti koordinat oy, in o,, ter korelacijo
Pyray- Uporabite referencno varianco a-priori o3.

Y
Slika 1-7: Opazovanja v ravninski mrezi za dolocitev polozaja nove tocke

Pogojna izravnava tega primera je detajlno prikazana v poglavju Pogojna izravnava po metodi naj-
manjsih kvadratov lanskega leta, in sicer v Primer 9 - Ravninska geodetska mreza (2), ko smo obrav-
navali pogojno izravnavo.

1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.
Da bi dolo¢ili koordinate tocke T' smo izmerili n = 4 opazovanj, kjer bi nujno potrebovali le
ng = 2 opazovanj. Ker imamo r = 2 nadstevilnih opazovanj, sestavimo toliko pogojnih enacb.
Primer pogojnih enachb je:

Fi=asinad—bsinf =0

[y =a®+ b+ 2abcos(a+ ) — D* =0

(1-103)

V drugi pogojni enacbi iz enacbe (1-103) koli¢ina D predstavlja dolzino med danima tockama

- T
A in B. Ce nastavimo vektor opazovanj kot 1 = [a a b B} , potem pogojni enacbi (1-103)
lahko zapisemo v osnovni matri¢ni obliki pogojne izravnave Av = f:

Uq,
0,707 11,455 —0,866 —6,600] Vg l—o,omm]

= 1-104
25,567 —413,107 18,014 —413,107 —0,988 m? ( )

Up

Up

2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.
Opazovanja so razli¢ne natanc¢nosti in medseboj nekorelirana. Sestavimo kovarian¢no matriko
3, za referenéno varianco si izberemo 02 = o2 in dobimo kofaktorje opazovanj enake:

Ga=13131 o =100 ¢ =131,31 ¢5=1,00 (1-105)

3. Resimo funkcionalni model izravnave.
Resitev funkcionalnega modela pogojne izravnave predstavljata vektorja popravkov opazovanj
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje)

Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

in vektor izravnanih opazovanj:

—0,0156 m
0,0000560

0,0036 m

0,0015273

16,1844 m

l=1+v= 0,

7854542

13,2036 m

L

0487249

(1-106)

V enachi (1-106) sta tako popravka v, in vg, kot tudi izravnana kota & in B, podana v

radianih. Popravka lahko zapisemo tudi kot v, =011,5", vz =515,0", izravnana kota pa kot
& =45°0'11,5" in B =60°5'15,0".

4. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.

Resitev stohasticnega modela izravnave pomeni izracun obeh matrik kofaktorjev, Q., in Qy,

kjer dobimo:

QUU = QATPeAQ =

Q[[:Q_vi:

57,023

0,1

74,289
—0,190
16,249
5,497

~16,249
—5,497

0,190 —1
90 0,662 —
~5.235 4
0,121

—0,190 16,249
0,338 5,235
5,235 86,120

—0,121 —0,474

6,249
5,235
5,192
0,474

5,497
—0,121
—0,474

0,441

—5,497
0,121
0,474
0,559

(1-107)

Na osnovi pogreskov opazovanj izracunamo tudi referencno varianco a-posteriori 63 in referencni

standardni odklon a-posteriori 6y:

2
o)

n—"no

vIiPv

viPpP

Y 21450 x

r

60 = 1/63 = 0,0015

5. Izberemo si ustrezno referenc¢no varianco in izracunamo iskane variancéno-kovariancne matrike.

107

(1-108)

Za izracun kovarianénih matrik 3,, in X;; bomo uporabili referen¢éno varianco of, kjer dobimo:

4,343 x 1073
1,450 x 107°
—1,237 x 1073

| 4,186 x 1074

5,657 x 1073
—1,450 x 107°
1,237 x 1073
4,186 x 1074

1,450 x 107°
5,044 x 10~°
—3,987 x 1074
9,229 x 10~

—1,450 x 107°
2,572 x 107°
3,987 x 10~*

—9,229 x 1076

—1,237 x 1073
—3,987 x 1074
3,442 x 1073
3,608 x 10~°

1,237 x 1073
3,987 x 10~*
6,558 x 1073
—3,608 x 107°

—4,186 x 10~*
9,229 x 107°
3,608 x 107°
4,259 x 10~°

4,186 x 1074
—9,229 x 106
—3,608 x 107°

3,356 x 107°

(1-109)

6. Iz vseh varian¢no-kovarianénih matrik stohasti¢nega modela izracunamo natancnosti neznank,

popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.

Za izracun natancnosti vseh koli¢in, korenimo diagonalne elemente vseh kovarianénih matrik iz

enacbe (1-109), korelacije pa dobimo iz izven-diagonalnih elementov matrik. Ker nas primarno

zanimajo izravnana opazovanja, izra¢unajmo natancnosti le-teh:

0 = T7,5cm

o5 = 17'26"

29
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

a & b B
al 1.00
&l —004 1,00
b| 020 097 1.00
Bl 096 —031 —0,08 1.00

Korelacije med izravnanimi opazovanji izpisimo v obliki preglednice:

Rezultat pogojne izravnave v zgornjem postopku sta vektor izravnanih opazovanj 1 iz enacbe (1-106)
in njegova variancno-kovariancna matrika 3 iz enacbe (1-109). Izravnana opazovanja in koordinate
danih tock (A in B) uporabimo za izrac¢un koordinat tocke T, in sicer:

= ya + asin(v? — &) = 20,870m
e ( 4 ) (1-111)
xp =x4+ acos(vy —a&) =13,175m

Natanc¢nosti koordinat in pripadajoco korelacijo dobimo preko zakona o prenosu varianc in kovarianc.
Tudi v tem primeru izhajamo iz vektorja izravnanih opazovanj [ in kovarianéne matrike 3y, funkcijska
povezava pa je doloCena v enacbi (1-111). Na koncu dobimo:

Oyy =7,6lcm o, =813cm py,., = —0,07 (1-112)
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

1.11 Primer 7 — premica v ravnini (opazovane vse koordinate tock)

V ravnini imamo Stiri tocke, za katere imamo opazovane tako koordinate x, kot tudi koordinate v,
vrednosti opazovanj pa so predstavljene v preglednici 1-2.

Preglednica 1-2: Opazovane koordinate (abscise in ordinate) stirih tock

Tocka | x Y
Ty 1.3 0.7
T, 221 1.1
T 28|19
T, 41126

Tocke v ravnini prikazuje slika 1-8. Ce so opazovanja enake natanc¢nosti in medseboj neodvisna, s
posredno izravnavo po MNK izravnaj opazovanja in doloci premico, ki se optimalno prilega tockam.

Y

Slika 1-8: Tocke na premici v ravnini, kjer so opazovane vse koordinate

Iz podatkov je razvidno, da je stevilo opazovanj enako n = 8, opazovane imamo tako 4 koordinate x in
4 koordinate y. Za dolocitev minimalnega stevila opazovanj, da resimo problem, pa prvo poskusimo
nastaviti enacbe popravkov. Enacbe popravkov bodo oblike:

FlE.’,i'l—fxl(X):O
By = 1= £ () =0
Fy = &y = fra(x) = 0
Fy = 4o — =0
L fia (%) (1-113)
FSEx3_fz3(X):O
ELE:Q?)_fyg(X):O
F,——:%4—fx4(x):0
Fys =04 — fra(x) =0

V enacbah (1-113) vektor x predstavlja vektor neznank. Enacbe popravkov sestavimo tako, da prvo
zapisemo niz vseh izravnanih opazovanj na zacetku enacbe. Potem pa vsa izravnana opazovanja
predstavimo z neznankami. Ker zZelimo dolo¢iti premico, ki se optimalno prilega tockam, bomo za
dve neznanki izbrali parametra premice a in b. Enacbo premice, y = ax + b, bomo uporabili za
opazovane koordinate y, a ker v vsaki enacbi popravkov lahko nastopa le eno opazovanje, tu ne
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

smemo uporabiti koordinate x. Zato za vsako opazovano koordinato x nastavimo novo neznanko,
kar pomeni, da moramo dodatno uvesti Se stiri neznanke, ki jih oznac¢imo s py, ps, p3 in ps. Vidimo,
da je minimalno stevilo opazovanj enako:

ng = \2/+ fx/ =6 (1-114)
a,b P1,P2,P3,P4
Ko imamo uvedene neznanke, jih damo v vektor neznank, in sicer:
T
x=1|a b p1 ps p3 p4} (1-115)
Sedaj sestavimo konc¢ne enacbe popravkov kot:
Fi=&1—=p1=0
Fy =g —ap—b=0
Fy =&y —pa=0
Fi=9s—aps—b=0
1= Y2 P2 (1-116)

5 =23 —p3=0
Fy=gs—aps—b=0
Fr=%24—ps=0

o
Il

Js—aps—b=0

Vidimo, da so enacbe opazovanj iz (1-116) sestavljene po pravilih, v vsaki enacbi nastopa le eno (iz-
ravnano) opazovanje, ki se nato zapise v odvisnosti od (le) neznank. Enacbe opazovanj so nelinearne,
zato je potrebno izracunati priblizne vrednosti neznank. Uporabimo opazovanja, kjer dobimo:

ao e [0,40]
b(] Y1 — Qg Tq 0,20
1
x, = |P¥?] = e _ |30 (1-117)
P20 Zo 2,20
P30 Z3 2,80
| P4,0] | T4 _4710_
Sestavimo osnovni matri¢ni model posredne izravnave, v + BA = f. Vektor popravkov opazo-

vanj v se nanasa na vektor opazovanj, oziroma vektor izravnanih opazovanj 1 iz enach popravkov
v (1-116), medtem ko se vektor popravkov pribliznih vrednosti neznank A nanasa na neznanke iz
enacbe (1-115), oziroma na priblizne vrednosti neznank iz enacbe (1-117). Sestavimo prvo matriko
koeficientov B, ki je velikosti 8 x 6 in ima obliko:

[oFy OFy 9F1 OF1 OF1 O]
da ob Op1 Op2 Ops Op4
OF, 0Fy 0F, 0Fy 0F, 0JF [ _ i
da ob  Opr  Op2 Ops Opa 0 0 1 0 0 0
OFy OF: OFy 0F: OF: OF: —po =1 —a 0 0 0
da  Ob  Op1  Opa Opz Opa 0 0 0 -1 0 0
OFy OFy 0OFy O0Fy 0F, O0Fy
B— da ob Op1 Op2  Ops  Opa| | TP20 -1 0 —ag 0 0 (1*118)
OFs OFs 0Fs O0Fs 0F; 0JFs 0 0 0 0 —1 0
da ob Op1  Op2 Opz Opa
ory oy oF, om or, ok | |“Pso —1 0 0 —ap 0
Oa ob  Op1 Op2 Op3 Ops 0 0 0 0 0 -1
OF; OF; 0F; O0F; 0F; 0JF;
da Ob  Opy Op> Ops Opa |—pso —1 0 0 0 —ag
OFy OFy 0Fg 0OFy 0Fsy O0Fs
L da ob  Op1  Op2 Opz  Opsl
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GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

Nato sestavimo Se vektor odstopanj f enacb popravkov, ki ima obliko:

P10 — 21
app1o+bo —
P20 — X2
ag p2,0 + bo — 2
P30 — X3
aopp3o + by — Y3
P40 — X4
| a0 P40 + bo — Y4

(1-119)

Na osnovi matrike B iz enacbe (1-118) in vektorja f iz enacbe (1-119) sestavimo sistem normalnih
enacb, in sicer tako, da izracunamo matriko N in vektor t in izracunamo vektor A:

N=B'B t=B'f — A=N1¢ (1-120)

Numeri¢nih vrednosti v zgornje enacbe nismo dajali, saj je potrebno resitev poiskati iterativno. Ko
dobimo vektor A, popravimo priblizne vrednosti neznank iz enac¢be (1-117) in ponovimo izravnavo.
Postopek ponavljamo vse dokler velja:

|A[] < 1,00 x 107° (1-121)
V enacbi (1-121) operator ||-|| predstavlja normo (dolzino) vektorja. Iterativni postopek je izveden
spodaj:
Iteracija # 1: I|A]| =5,66 x 107!
Iteracija # 2: I|A]| =3,87 x 1072
lteracija 4 3 ||A]| =6,73 x 103
[teracija # 4: [|Al] =3,00 x 10~
Iteracija # 5: |A]| =5,29 x 107°
Iteracija # ©: I|A]| =2,36 x 1076

Po izvedenih 6-ih korakih iteracije so ocenjene neznanke enake:

0,71621
b —0,28714
P 1,32654
Tl T 211076 (1-122)
s 2,88604
p| | 407666
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Vektor popravkov v in vektor izravnanih opazovanj 1 sta:

Vg, [ 0,02654 | 7 [1,32654]
Vy, —0,03706 n 0,66294
Vg, —0,08924 £y 2,11076
124 - |9 1,224
v V| = | 012400 i || (122460 (1-123)
Vs 0,08604 T3 2,88604
Vys —0,12013 i 1,77987
Vg, —0,02334 7y 4,07666
v, | | 0,03259 | hi|  [2,63259)

Resimo Se stohasti¢ni model izravnave, osredotocili pa se bomo na izracun referencéne variance a-
priori 62 in izratunu natancnosti neznank, torej na izracun variancno-kovarianéne matrike neznank
3aa. Referencna varianca a-posteriori 67 in referencni standardni odklon a-posteriori 6y sta:

Tp Tp
5=~ Y 2V 94505 x 1072

n—ng r (1-124)
6o = /62 = 0,16

Natancnosti neznank dobimo s korenjenjem diagonalnih elementov kovarianéne matrike XA, dobimo

jo pa tako, da uporabimo referenéno varianco a-posteriori (enacba (1-124)) in matriko kofaktorjev
Qan (dobimo jo preko enacbe (1-3)) . Natanc¢nosti parametrov premice (o, in 03) in njuna korelacija

(pap) sta:
7o = 0,005 0= 0265 pu=—0931 (1-125)

Natancénosti parametrov pq, ps, p3 in ps pa so:

0, = 0,147 0, = 0,137 0, = 0,136 0,, = 0,151 (1-126)
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1.12 Primeri — dodatno

1. V kocki smo izmerili tri koli¢ine, in sicer: ploskovno diagonalo (d = 14,000 m), prostorsko
diagonalo (D = 17,000 m) in obseg osnovne ploskve (0 = 40,000m). S posredno in pogojno
izravnavo po MNK izravnaj opazovanja, ¢e sta obe diagonali (d in D) korelirani, saj velja
pap = —0.5. Izracunaj velikost osnovne ploskve a in njeno natancénost o,. Izracunaj tudi
prostornino kocke V' in njeno natancnost oy .

Slika 1-9: Naloga 1

RESITEV: a = 9,943 m, o, = 5,200cm, 69 = 0,265bm, vy = 6,200cm, vp = 22,200 cm,
Uy = —22,700cm, V = 983,030 m?, o = 15,500 m?.

2. V pravokotniku smo izmerili vse stranice in dobili: a = 15,000m, b = 10,000 m, ¢ = 14,900 m
in d = 10,100m. S posredno in pogojno izravnavo izravnajte opazovanja in dolocite: osnovno
stranico A, povrsino S, njuni natancénosti o4 in og in korelacijo pss. Namig: za neznanki
nastavite A in S.

a

Slika 1-10: Naloga 2

RESITEV: A — 14950m, S — 150.250m2, & — ¢ = A = 14.950m, b = d = 10,050 m,
6o = 7,100cm, o4 = 5,000cm, og = 0,900 m?, pag = 0,550.

3. V ravnini smo trem tockam izmerili koordinate y (koordinate x so dane) in dobili: T} (x1,y1) =
(1.0,1.0), Ty(z2, 1) = (2.0,3.0) in T3(z3,y3) = (3.0,5.1). Ce so opazovanja enake natancnosti,
s posredno in pogojno izravnavo po MNK izravnaj opazovanja in dolo¢i enac¢bo premice (para-
metra a in b), ki se optimalno prilega tockam. Izracunaj natan¢énosti parametrov premice o, in
oy ter korelacijo pgp, izracunaj tudi izravnana opazovanja, njihove natanénosti in medsebojne
korelacije. Izracunaj tudi, kaksna je vrednost koordinate y; pri vrednosti koordinate z; = 1.3
in njena natancnost oy, .

RESITEV: a = 2,050, b = —1,067, 0, = 0,029, o, = 0,062, pay = —0,930, §; = 0,983,
§2 = 3,033, 5 = 5,083, 0y, = 0,037, 0y, = 0,024, 74, = 0,370, pgigs = 0,630, pyrg, = —0,200,
Pinis = 0,630, i = 1,598, o, = 0,031.
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T TQ'.'
T Tl
T * 1y =7

“ ! |
T T T

x
Slika 1-11: Naloga 3

4. Parcela je sestavljena iz dveh delov, kot prikazuje slika. Da bi dolocili povrsini obeh delov
(S; in S3) smo izmerili 5 stranic, in sicer: a; = 35,000m (0, = 0,100m), as = 35,100 m
(04 = 0,200m), by = 20,000m (03, = 0,200m), by = 19,800 m (0, = 0,100 m) in ¢ = 10,000 m
(0. = 0,100m). S pogojno in posredno metodo po MNK izravnaj opazovanja, dolo¢i velikost
osnovnih stranic a, b in ¢, njihove natanc¢nosti in korelacije. Dolo¢i tudi doloé¢i povrsini S,
in S, njuni natanc¢nosti in njuno korelacijo. Za izracun vseh natancnosti uporabi referencno
varianco a-priori og.

by c
S Sy

ap a2
b

Slika 1-12: Naloga 4

RESITEV: o = 35,020m, b = 19.840m, ¢ = 10,000m, o, = 8,900cm, o, = 8,900 cm,
o, = 10,000 cm, pap = pac = ppe = 0,000, S; = 694,797 m?, Sy, = 350,200 m?, og, = 3,600 m?
0s, = 37610 Il’l2, PS182 = 07120

5. Imamo stiri dane tocke, ki vse lezijo na enotski kroznici (glej skico): Ti(x1,y1) = (%, %),

To(w2,y2) = (J50 —75)s Talways) = (=5, —5) in Tu(za,ya) = (=5, 5)- Z vsake tocke
smo proti novi tocki T'(xr, yr), s pribliznimi vrednostmi koordinat zr, = yz, = 0, opazovali 4
dolzine (dy, da, d3, d4) z natancénostjo o4 = 2,000 cm. S posredno izravnavo po MNK dolocite
kovarian¢no matriko ¥¢ tocke T', natancnosti koordinat o, o,

0.0002 0
0 0.0002

» in korelacijo pg y;-

RESITEV: 3, = l ] Opp = 0yp = 0.014, ppryr = 0.

6. Dolociti zelimo visine trem novim reperjem B, C' in D s postopkom geometri¢nega nivelmana.
Izmerili smo (glej skico): Ah; = 1,332m, Ahg = 1,785 m, Ahy = 0,450 m in Ahy = —0,532m,
kjer so dolzine nivelmanskih linij enake d; = 100,000 m, d3 = 100,000 m, ds = 50,000 m in
d, = 100,000 m, visina danega reperja A pa je H4 = 10,000 m. S pogojno in posredno izravnavo
po MNK izravnaj opazovanja, dolo¢i visine vsem trem novim reperjem, njihove natanc¢nosti in
korelacije.

36



GIG-BA 2. letnik; Izravnalni racun 2 (vaje) Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri metodi najmanjsih kvadratov

Slika 1-13: Naloga 5
B

.\
.,

Ahy S C

Ahg D
A Ahy 79
Slika 1-14: Naloga 6

RESITEV: Hp = 11,333m, He = 11,784m, Hp = 9468m, oy, = 1A470mm, op, =
1,470 mm, og, = 1,900 mm, PHgH- = 0,670, PHgHp — PH-Hp — 0,000,

T
v:[1,200 0,600 —1,200 0,000} mm.

7. V ravnini smo pri danih koordinatah x Stirim tockam izmerili koordinate y in dobili: 77(1,000, 1,400),
T5(2,000, 2,100), T3(3,000, 1,500) in 74(4,000, —0,100). S posredno izravnavo po MNK dolo¢ite
parametra parabole a in b tako, da gre parabola skozi izhodisc¢e koordinatnega sistema in se
optimalno prilega tockam. Izracunajte parametre parabole, njihove natancnosti in korelacije.

Za koordinato x = 3.5 izracunajte vrednost y na paraboli in njeno natancnost o,.

Y

4 / \\y :?
N

o\
RN
Il Il Il JTA
T T T .

Slika 1-15: Naloga 7

X

RESITEV: a = —0,515, b = 2,038, 02 = 0,011, o, = 0,023, 0, = 0,080, y(z = 3,500) = 0,332,
o, = 0,069.

8. Podane imamo koordinate treh tock, in sicer 77 =(80,000 m, 20,000 m), 75=(10,000 m, 10,000 m)
in 73=(20,000 m, 80,000 m), kot prikazuje slika. Da bi dolocili koordinate nove tocke T'(yr, xr)
smo opazovali dolzini d; = 60,800m, dy = 92,200m (04 = 04, = 2,000cm) in vektor r =
(Ay, Az) = (50,000m, 0,000m) (ca, = oa; = 1,000 cm, paya, = 0.5). S pogojno in posredno
izravnavo po MNK izravnajte opazovanja, dolocite koordinate tocke T, kovarianéno matriko
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10.

11.

Y7 polozaja tocke T', natanc¢nosti o, in 0,, in korelacijo py,,. Za izracun natancnosti izberite
referencno varianco a-priori 3.

z TS r T

dy
dy
15
T

| | | | |

Slika 1-16: Naloga 8

RESITEV: y; = 70,000m, z7 = 79,997 m, o, = 0,009m, 0, = 0,008m, py,0, = 0,370 m.

.V krogli smo izmerili polmer R = 3,650m (ocg = 3,000cm), premer D = 7,100m (op =

3,000 cm), povrsino A = 158 400m? (04 = 0,120m?) in prostornino V = 187,500 m?3 (o =
0,150 m3). Izravnajte opazovanja, pridobite njihova izravnana opazovanja, njihove natanénosti
in korelacije. Natancnosti izracunajte enkrat z referen¢no varianco a-priori o7, drugi¢ pa z
referencno varianco a-posteriori 62. Ali izbira variance vpliva na izracun natancnosti? Kaj pa
na korelacije?.

A

RESITEV: R = 3,553m, D = 7,106m, A = 158,503m?2, V = 187,424m3. Natancnosti
z 05: 0p = 0,700mm, o5 = 1,500mm, o4 = 0,068m?, oy = 0,124m3. Natancnosti z 63:
op = 1,400mm, op = 2,900mm, o4 = 0,133 m?, oy = 0,242 m?. Korelacije: prp = pra =
PrV = ppa = ppyv = pay = 1.0. Izbira variance vpliva na izracun natancnosti, a ne na izracun
korelacij (zakaj?).

Z danih tock A(ya,z4)=(0,000m,0,000m) in B(yp,xp)=(100,000m, 0,000 m) smo neodvisno
in z razlicno natancnostjo opazovali kota a = 30°1" (g, = 15,000”) in f = 60°1’ (0 =
30,000”) do tocke C. Tocka C' lezi na krozmici, katere diametralni tocki sta toc¢ki A in B.
S posredno in pogojno izravnavo po MNK izravnaj opazovanja in doloc¢i koordinate tocke C'.
Doloc¢i kovarianéno matriko 3¢, natancnosti koordinat o, in 0, tocke C' ter korelacijo py.z.-

Za izracun uporabi referen¢no varianco a-priori 0.

X

A B

)
Slika 1-17: Naloga 10

RESITEV: & = 30°0'36,000", 5 = 59°59'24,000", 04 = 05 = 13,400", ps5 = —1,000, yo =
25,015 m, ¢ = 43,310m, 0, = 5,600 mm, 0, = 3,300 mm, py.., = 1,000.

Dani sta dve tocki: A(ya,z4) = (10,000m,0,000m) in B(yg,zg) = (100,000m,0,000m). S
tocke A smo do nove tocke T izmerili bazni vektor GNSS (Ay, Az) = (60,000 m, 45,000 m), na
tocki B pa kot a = 56°. Ce so opazovanja enake natan¢nosti in medseboj neodvisna, izravnaj
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opazovanja in dolo¢i koordinate tocke 7', kovarianéno matriko 37", natanc¢nosti koordinat o,
in o,, ter korelacijo py,z,-

)
Slika 1-18: Naloga 11
RESITEV: Aj = 60,000m, Az = 45,000m, & = 56°18'44,400”, 62 = 2,973 x 107°, oay =

oaz = 5,500mm, o4 = 0°0'21,000”, yo = 70,000m, zc = 45,000m, o, = 0, = 5,500 mm,
Prose = —1,600 x 1074,
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