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1 POGOJNA IZRAVNAVA PO MNK

Na enak nacin, kot lahko poenostavimo in posplosimo posredno metodo MNK, naredimo
tudi z direktno metodo. Rezultat je pogojna izravnava po MNK. In tudi tu bo posplo-
Sitev dana z dejstvom, da enakovredno lahko resujemo tako linearne kot tudi nelinearne
probleme, kakor bo tudi poenostavitev dana z dejstvom, da vse probleme resimo po
enakem postopku - matric¢no.

Tudi pri pogojni izravnavi po MNK bomo vse koli¢ine vodili v vektorski obliki. Imeli bomo
vektor opazovanj 1, vektor popravkov opazovanj v in vektor izravnanih opazovanj i, vsi
vektorji pa so velikosti n x 1. Vektorju opazovanj pripada varian¢no-kovarianéna matrika
3, s pomodjo katere na osnovi izbrane referencne variance a-priori o7 izracunamo matriko
kofaktorjev opazovanj Q in naknadno Se matriko utezi P. Vse matrike stohasti¢nega
modela so velikosti n x n.

1.1 Pogojne enacbe

Pri pogojni izravnavi moramo sestaviti » pogojnih enach, povedano drugace, vsako nad-
stevilno opazovanje nam omogoca podati en pogoj, ki mu morajo opazovanja zadostiti.
Pogojne enacbe imajo enako vlogo (in obliko) kot pogojne enac¢be pri direktni metodi
MNK. V splosnem bodo pogojne enacbe nelinearne, zapisali pa jih bomo tako, da se vsi
elementi pogojnih enacb nahajajo le na levi strani enacaja, na desni strani ostane samo
se vrednost 0. Tudi tu bomo videli, da ta pogoj ni nujen, a nam bo olajsal izra¢un pravih
predznakov parcialnih odvodov v nadaljevanju. Pogojne enacbe imajo obliko:

~ ~

Fr=ag(ly ... 1) =0
F2 = g2(Z1,Z2, .. ,Zn) = 0
E5 593(Z17Z27"'a[n):0 (1)
F,. = gr<[17[27 .. ,Zn) =0

Pravila za sestavo pogojnih enacb so povsem enaka kot pri direktni metodi MNK (glej
datoteko MNK__SistemEnach.pdf), enacbe vsebujejo le izravnana opazovanja in konstante,
v vseh enac¢bah moramo uporabiti vsa opazovanja'. Stevilo opazovanj v posamezni pogojni
enacbi je poljubno in je odvisno od oblike enacbe (funkcionalnega modela). Za resitev
pogojne izravnave po MNK, moramo nelinearne pogojne enacbe prvo pretvoriti v sistem
linearnih enacb na osnovi postopka linearizacije.

1.2 Linearizacija pogojnih enacb

Ker so pogojne enacbe v enacbah 1 nelinearne, jih lineariziramo. Razlogi za prehod
v linearno obliko so povsem enaki, kot pri posredni izravnavi po MNK (glej datoteko
Posrednalzravnava MNK. pdf).

1Sedaj Ze vemo, da obstajajo primeri, ko nekaterih opazovanj ne moremo uporabiti v pogojnih enac¢bah.
To bomo pojasnili pri posebnih primerih
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Za prehod v linearno obliko, bomo spet uporabili Taylorjevo vrsto. V pogojnih enac¢bah
nastopajo izravnana opazovanja ZAZ (1 =1,2,...,n), za katera pa vemo, da so vsota l; =
l; + v;, torej vsota merjenih vrednosti opazovanj in njihovih popravkov. Pogojne enacbe
zato razvijemo v Taylorjevo vrsto okoli merjenih vrednosti opazovanj [;, kjer prirastek
opazovanj predstavljajo ravno popravki opazovanj v;, pri tem pa zanemarimo clene s
potencami popravkov 2 in ve¢. Poljubna (i-ta) pogojna enacba se linearizira na slede¢
nacin:

g—Zv1+g—ng+---+%vn:O (2)
Enacbo 2 bomo preuredili tako, da bomo na levi strani pustili tiste koli¢ine, ki jih ne
poznamo (so rezultat pogojne izravnave), to so popravki opazovanj, na desno stran pa
bomo dali vse ostalo kar poznamo ali lahko izracunamo, to so opazovanja in/ali izraCunane
funkcije (g;) na osnovi merjenih vrednosti opazovanj. Preurejena linearizirana pogojna
enacha je oblike:

Fro=gi(ly, la, o 1) +

OF, OF, OF,
=2 o i = —ai(ly, 1y, 3
8l1v1+al2v2+ +aln” gi(ly, I ) (3)

Enacba 3 je linearna, saj so popravki opazovanj pomnozeni le s konstantami (parcialni
odvodi %l; L (j =1,2,...,n) so izracunani iz merjenih vrednosti opazovanj in so konstante).
J

Enacbo zapiSemo v matri¢ni obliki, isto pa naredimo tudi za vse ostale linearizirane
pogojne enacbe iz 1 in dobimo:

ror 9omn ... om0 _
i AR
ol,  Ola ol U2 fa
. p— 4
oF  OF; o oR | |y Ji (4)
o, 9o " Al
OF, OF, ek | |vnl LS
L Ol Ols Oly 4

Matri¢no enacbo 4 lahko v krajsi obliki, z ustreznimi oznakami matrik, zapisemo kot:
Av =f (5)
V enachi 5 sta dva elementa, ki ju je potrebno Se definirati, in sicer:

A matrika koeficientov (parcialnih odvodov) pogojnih enacb, izra¢unana iz merjenih
vrednosti opazovanj, velikosti r x n, in

f vektor odstopanj (prostih ¢lenov) pogojnih enacb, velikosti r x 1.

Glede na obliko elementov vektorja f iz enac¢be 3 vidimo, da so odstopanja pogojnih
enacb ravno negativne vrednosti funkcij g;, izracunane iz merjenih vrednosti opazovanj,

torej fi = —g;.
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1.3 Resitev pogojne izravnave po MNK

Za pridobitev resitve pogojne izravnave po MNK, izhajamo iz osnovnega matricnega mo-
dela pogojne izravnave iz enacbe 5, kar predstavlja funkcionalni model pogojne izravnave.
Vendar matri¢na enacba iz 5 ni enoli¢no resljiva, saj predstavlja r enacb, v kateri nastopa
n popravkov (seveda r < n). Takemu sistemo re¢emo pod-dolocen sistem. Dodaten pogoj,
ki nam bo podal enoli¢no resitev je pogoj metode najmanjsih kvadratov, predstavljen v
karakteristicni funkciji ®:

® = v'Pv = min. (6)

kjer dodatno velja enacba 5. Karakteristicna funkcija, ki bo upostevala pogoj 6 in 5 ima
obliko:
® = v'Pv + k' (Av — f) = min. (7)

V enacbi 7 vektor k oznacimo kot vektor korelat in vsebuje r Lagrangejevih multipli-
katorjev, za vsako pogojno enac¢bo en multiplikator?. Ekstrem funkcije 7 bomo dobili
takrat, ko bomo resili dva sistema:

0P 0P
= A

Resitev pogojne izravnave, oziroma resitev matri¢nih sistemov 8 je podan z nizom matric-
nih enacb. Prvo izra¢unamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj
Q. in matriko utezi ekvivalentnih enacb/opazovanj P, obe velikosti r x r:

Qe = AQAT — P. = le (9)
Sledi izracun vektorja korelat k:
k =P.f (10)

Iz ¢esar izracunamo resitev pogojne izravnave oz. funkcionalnega modela pogojne izrav-
nave, to sta vektorja:

v=QATk
i:l—l—v

(11)

[z enacb izracuna funkcionalnega modela pogojne izravnave 9, 10 in 11 vidimo, da v
enachah nastopa matrika kofaktorjev opazovanj Q in ne matrika utezi opazovanj P.

1.4 Postopek izvedbe pogojne izravnave po MNK

Postopek reSevanja nalog s pogojno izravnavo poteka zelo podobno kot postopek pri
direktni metodi MNK, le da bomo tu izra¢une delali v matri¢ni obliki. V nadaljevanju so
predstavljeni koraki pogojne izravnave.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj
Q. Nastavimo n, ng in 7.

2Lagrangejeve multiplikatorje boste podrobno spoznali pri matematiki, ko boste obravnavali vezan
ekstrem funkcije ve¢ spremenljivk
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2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave
ene enacbe. Pravila za sestavo pogojnih enacb so podana v dokumentu MNK -
SistemEnach.pdf. Dodatno pravilo, ki je pri pogojni izravnavi zelo pomembno pa je,
da so pogojne enacbe sestavljene tako, da se celotna enacha nahaja le na levi strani
enacaja. Desna stran naj ima samo Se vrednost 0.

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapisemo v matri¢ni obliki Av = f. Izracunamo
vse parcialne odvode in tako nastavimo matriko A. Izracunamo vsa odstopanja
pogojnih enacb in nastavimo vektor f.

4. Izra¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave. Drugo
iteracijo naredimo tako, da za merjene vrednosti opazovanj 1 uporabimo izravnane
vrednosti opazovanj 1 in postopek ponovimo, od alineje 3 naprej.

-

9. Ce naloga zahteva se kaksne dodatne izracune, uporabimo izravnana opazovanja in
resimo problem. Pri pogojni izravnavi je to pogosto, saj nas v vecini primerov izrav-
nana opazovanja sama po sebi ne zanimajo, ampak izvedene koli¢ine (koordinate,
visine, povrsine. .. )

1.5 Primer resitve s pogojno izravnavo — dolzina D merjena Sti-
rikrat

Dolociti zelimo razdaljo D med tockama A in B, zato smo z merskim trakom dolzino
izmerili stirikrat, kot prikazuje slika 1. Opazovanja, ki smo jih dobili so: d; = 32.51m,
dy = 32.48m, d3 = 32.52m in dy = 32.53 m.

A dl) d?) d37 d4 B
D="?
Slika 1: Prikaz izmerjenih dolzin med tockama A in B

Ce so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, s pogojno izravnavo po
MNK izravnaj opazovanja in doloci vrednost neznane dolzine D.

Primer bomo s pogojno izravnavo resili po korakih, ki so predstavljeni v poglavju 1.4.
1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj

Q. Nastavimo n, ng in r.
Glede na podatke naloge, vidimo, da imamo n = 4 opazovanih dolzin, kjer bi za
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enoli¢no doloéitev dolzine D potrebovali le ny = 1 opazovanje. Stevilo nadstevilnih
opazovanj je tako r = 3. Vektor opazovanj 1 ima obliko:

dy 32.51m
|dy|  |3248m
=141 = 32.52m (12)

Ker so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, je matrika kofak-
torjev opazovanj Q enotska matrika, velikosti 4 x 4.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave
ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb, ki jih moramo nastaviti je enako r = 3, v katerih lahko
nastopajo le (izravnana) opazovanja (in konstante), v vseh pogojnih enacbah pa
moramo uporabiti vsa opazovanja. Pogoj, iz katerega izhajamo je:

D:cZ1:JQZJg:CZ4 (13)
Enacbo 13 uporabimo za sestavo pogojnih enacb, ki imajo obliko:

Flzczg—(jlz()
Py =ds—dy =0 (14)
F))EdAzl_dAl:O

Kot smo pokazali ze pri direktni metodi MNK (glej resen primer po direktni metodi
v datoteki MNK__SistemEnach.pdf), to ni edini niz pogojnih enacb, a vsebujejo vse
informacije, ki jih potrebujemo za izvedbo pogojne izravnave.

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Vektor popravkov v ima, glede na vektor opazovanj 1 iz enac¢be 12 obliko:

U1
_ |2
V=, (15)

(o

Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih enac¢b po opazovanjih A je
velikosti 3 x 4. Stevilo vrstic je enako $tevilu enach (3), medtem ko je 8tevilo
stolpcev enako Stevilu opazovanj (4). Matrika vsebuje parcialne odvode, kjer vsako
pogojno enacho iz enacbe 14 odvajamo po vseh opazovanjih, po vrstnem redu iz
vektorja opazovanj 1 iz enacbe 12. Matrika A je enaka:
OF) OF 9F OF
od o ods odi ~1100
OF, OF, 9F, OF
A=152 9 9& asa|=|-1010 (16)
-1 0 0 1

OF; OF; 03 0y
d0dy  0dy Ods  9dy
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Vektor odstopanj pogojnih enachb f je velikosti 3x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo
eno odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v
pogojnih enacbah iz 14 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak,
namesto izravnanih opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

—(dy — dy) —0.02m

. Izra¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matricni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni mo-
del pogojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih ra¢unov do rezul-
tatov izravnave. Prvo izrac¢unamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj
Q., ki je velikosti 3 x 3. Dobimo:

2 11
Q.= AQAT=AAT=1|1 2 1 (18)
112

Matriko utezi P, ekvivalentnih enac¢b/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in

dobimo:
0.75 —0.25 —0.25

P.=Q.'=| -025 075 —0.25 (19)
~025 —0.25  0.75

. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 3 x 1, ki ima obliko:

0.03m
k=Pf=| —00lm (20)
—0.02m

. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

0.00m
0.03m
—0.01m
—0.02m

v=QA"k = (21)

. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj l.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj 1 iz enac¢be 12
in vektorja popravkov opazovanj v iz enacbe 21:

32.51m
A 32.51m
l=1+v= 299 511m (22)

32.51m
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8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Primer je linearen in enostaven, zato ni potrebno po izvajanju Se ene iteracije.

9. Ce naloga zahteva $e kaksne dodatne izra¢une, uporabimo izravnana opazovanja in
reSimo problem.
Koncen rezultat je izracun neznane dolzine D, ki jo dobimo iz pogoja v enachi 13
in izravnanih opazovanj iz enac¢be 22. Dobimo:

1.6 Primer resitve s pogojno izravnavo — Diagonala kvadrata
merjena dvakrat

V kvadratu smo izmerili diagonalo dvakrat, kot prikazuje slika 2, in dobili D; = 5.2m ter
D2 =5.1m.

Slika 2: Skica kvadrata in opazovanih diagonal v kvadratu

Ce so opazovanja razlicnih natancnosti, oy = 0.1m in oy = 0.2m, in medseboj nekoreli-
rana, s pogojno izravnavo po MNK izravnaj opazovanja. Izracunaj tudi velikost stranice
a in povrsino S kvadrata.

Resitev dobimo po postopku iz poglavja 1.4.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj
Q. Nastavimo n, ng in 7.
[z navodil vidimo, da imamo n = 2 opazovani diagonali, kjer bi za enoli¢no dolocitev
velikosti kvadrata potrebovali le ng = 1 opazovanje. Stevilo nadstevilnih opazovanj
je tako r = 1. Vektor opazovanj | ima obliko:

(2] [z

Ker so opazovanja razlicne natanc¢nosti, moramo prvo sestaviti kovarianéno matriko
opazovanj 3, ki je velikosti 2 x 2 in ima obliko:

2 2
(o2 0] Jo001m* 0
S NI R )
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Pri pogojni izravnavi uporabljamo matriko kofaktorjev Q, zato bomo izbrali tako
referencno varianco a-priori 02, da bodo vrednosti v matriki kofaktorjev Q sama
cela Stevila (najmanjsa mozna). Izberemo si:

o8 =07 =0.01m? (26)
Matriko kofaktorjev Q dobimo kot:

Q=== |, || (27)

. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave
ene enacbe.

Stevilo pogojnih enacb, ki jih moramo nastaviti je enako r = 1, v katerih lahko
nastopajo le (izravnana) opazovanja (in konstante), v vseh pogojnih enacbah pa
moramo uporabiti vsa opazovanja. Pogoj, iz katerega izhajamo je:

Dy =D, (28)
Enacbo 28 uporabimo za sestavo pogojne enacbe, ki ima obliko:
[y =D —Dy=0 (29)
V pogojni enacbi 29 smo, glede na enacho 28, vse elemente dali na levo stran.

. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapisemo v matri¢ni obliki Av = f.
Vektor popravkov v ima, glede na vektor opazovanj 1 iz enac¢be 24 obliko:

v = lﬂ (30)

V2

Matrika koeficientov / parcialnih odvodov ena¢b popravkov po opazovanjih A je
velikosti 1 x 2. Stevilo vrstic je enako $tevilu enacb (1), medtem ko je 8tevilo
stolpcev enako sStevilu opazovanj (2). Matrika vsebuje parcialne odvode, kjer vsako
pogojno enacho iz enacbe 14 odvajamo po vseh opazovanjih, po vrstnem redu iz
vektorja opazovanj 1 iz enacbe 24. Matrika A je enaka:

A= (% %)= 1] o)

Vektor odstopanj pogojnih enach f je velikosti 1x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo
eno odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v
pogojnih enacbah iz 29 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak,
namesto izravnanih opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

f=[—(D;—Dy)|=]-01m | (32)
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4. Izra¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matricni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni mo-
del pogojne izravnave (matriko Q), samo Se izra¢unamo resitve izravnave. Prvo
izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj Q., ki je velikosti
1 x 1. Dobimo:

Q.= AQA™ = [35] (33)

Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in
dobimo:

P, =Q;'=[020] (34)

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 1 x 1, ki ima obliko:

k=Pf=]-002m | (35)

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

(36)

v— QATk — l —0.0Qm]

0.08 m

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj 1 iz enacbe 24
in vektorja popravkov opazovanj v iz enacbe 36:

(37)

i:l+vzl5.18m1

5.18m

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Primer je linearen in enostaven, zato ni potrebno po izvajanju Se ene iteracije.

9. Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izra¢une, uporabimo izravnana opazovanja in
resimo problem.
Na koncu lahko izracunamo Se stranico kvadrata a, kjer izhajamo iz izravnanih
opazovanj v enacbi 37:

>

2

D, D
= —==—==23.663 38
SV RV I (38)
in Se povrsino kvadrata S:
D? D2
S=a?="1="2=134162m? (39)
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