Izravnalni racun 1 (vaje), GIG 1

Pogojna izravnava po MNK — Tocke na paraboli:

V ravnini smo izmerili koordinate y $tirim tockam in dobili: 77 (1,1.4), T5(2,2.1), T5(3, 1.5)
in Ty(4,—0.1), koordinate x tock obravnavamo kot konstante. S pogojno izravnavo po
MNK izravnajte opazovanja in doloc¢ite parametre parabole, ki se optimalno prilega toc-

kam.
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Slika 1: Tocke v ravnini, ki lezijo na paraboli

Resitev s postopkom pogojne izravnave po MNK

Postopek pogojne izravnave sledi korakom iz datoteke PosrednalzravnavaMNK.pdf. Po-

svetili pa se bomo nastavitvi pogojne enacbe.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo

utezi opazovanj). Nastavimo n, ng in 7.

Podatki naloge kazejo, da imamon =__, ng =
1
1=| %2 | =
Y3
Ya

—_

r= n:

(1)

Opazovanja so enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, zato je matrika utezi Q

enaka:

Q

2. Sestavimo r pogojnih enach - vsako nadstevilno
ene enacbe.

_ (2)

opazovanje poda moznost sestave

Stevilo pogojnih enacb je torej r = __, v katerih lahko nastopajo le izravnana opa-
zovanja, ¥;, in konstante, x;, i = {1,2,3,4}. Ugotoviti moramo, kak$nemu pogoju
morajo opazovanja in konstante zadoscati, da bodo opisovali parabolo. Sestavimo
prvo enache parabole, ki povezujejo izravnana opazovanja in konstante:

oo :a:p%+b:p1+c
15 1 :a:p§+b:p2+c
Fy 93 :ax§+bx3+c
Fygy :a:pi+b:p4+c
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V enachi 3 vidimo, da imamo prvi¢ 4 enache, v katerih pa nastopajo koeficienti pa-
rabole a, b in ¢, ki v pogojni enacbi ne smejo nastopati. Do resitve bomo prisli tako,
da bomo iz enacb 3 korak po koraku eliminirali posamezne koeficiente. Zac¢nemo
tako, da eliminiramo prosti ¢len ¢. Naredimo zaporedne razlike med enac¢bami:

Fy — Fr Gy — i1 =a(ad — 22) 4 b2y — 21)
F), — Fg . ﬁg — ZjQ :OJ(I‘% — l’g) + b(l’g — I‘Q) (4)
Fy— Py g — g3 =a(x] — a3) + b(zs — x3)

V enacbhah 4 vse tri dobljene enacbe delimo tako, da bomo imeli na desni ¢len b
prost:

S —F s —1
2 1 Y2~ —a(zs + 1) + b

To — I To — X1

[y —F, g3—1
3 2 Ys— Y2 —a(ws + 22) + b (5)

T3 — Ty T3 — To

Fr— Py Ga—1
! o Y3 :OJ(.T4+.T3)+Z)

T4 — Ty T4 — Ts

Sedaj bomo eliminirali parameter b, in sicer spet z zaporednimi razlikami:

Fy—Fy o —Fr g3 — 1 Y2 — U1
- — — =a(r3 — x1)
T3 — T To — I T3 — T2 To — X1 (6)
Fo—Fs  Fy—Fy Ga—0s  Us— 12
— : - =a(xry — T2)
Ty — I3 T3 — Ty Ty4 — I3 T3 — Tg

Obe enachi 6 delimo tako, da bomo osamili parameter a. Dobimo:

I — B B Fy—F , Ys — U2 B Y2 — 1 :a
(.’1’3 — .’1’2)(.1,‘;), — .’I’l) (.’I’Q — .,I,'l)(.’l’g — .’I’l) (I‘3 — 1’2)(1‘3 — I‘l) (ZL’Q — 1’1)(373 — 1’1)

Fy— F3 B F3 — Fy . 01— U3 _ U3 — 1o :a
(rg —w3)(wy —a9) (5 —a9) (04 — 19) (x4 —23) (g —12) (w3 — 22) (T4 — xE))

7

Koncen korak je samo Se, da enachi 7 izenac¢imo in vse elemente damo na levo stran
enacaja. Dobimo kon¢éno obliko pogojne enacbe:
F= Ya —Ys _ Ys — Y2 _ Ys — Y2 Y2 — —0

(w4 — w3) (x4 — 32) (23 — @2) (s — 22) (w3 — @2)(w3 — 1) (22 — @1) (23 — 71)
(8)

. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapisemo v matri¢ni obliki Av = f.
Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih enac¢b po opazovanjih A je
velikosti _ x _. Stevilo vrstic je enako stevilu enach, medtem ko je stevilo stolpcev
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enako stevilu opazovanj. Parcialni odvodi pa so enaki:

oF 1
O (w2 — 1) (23 — 1)

a_F _ 1 n 1 n 1

Ay (w3 —w2)(xs —x2) (23 —@2)(w3 — 1) (22— 1) (T3 — 71) (9)
a_F _ 1 B 1 B 1

Jy3 (w4 — w3) (s — 2) (23 — 22) (g —12) (w3 — 22) (T3 — 71)

oF 1

8—?/3 _($4 — x3) (74 — T2)

Matrika A ima glede na parcialne odvode iz enacbe 9 obliko:

A=ow b5 B o= — — — —] (10)

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti _ x _, za vsako pogojno enacbho
dobimo eno odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani
enacaja v pogojni enacbhi iz 8 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni pred-
znak, namesto izravnanih opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

f=|_ | (11)

4. Izrac¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enach/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matri¢ni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni mo-
del pogojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih ra¢unov do rezul-
tatov izravnave. Prvo izra¢unamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj
Q., ki je velikosti _ x __. Dobimo:

Q. =AQA" = _| (12)

Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in
dobimo:

Pe:lez[—} (13)

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti __ x _, ki ima obliko:

k=Pf=|_| (14)

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

U1
v=QATk=| 2| =|— (15)

U3
(1
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A

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj 1 iz enacbe 1 in
vektorja popravkov opazovanj v iz enacbe 15:

I=14v=| — (16)

8. Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izra¢une, uporabimo izravnana opazovanja in
reSimo problem.
Na koncu zelimo zapisali enacbo parabole, ki se optimalno prilega tockam. A
kako dobiti parametre parabole? Izhajali bomo iz vmesnih enacb izpeljave pogojne
enacbe, to so enacbe 3 - 7. Za izracun parametra a bomo izhajali iz prve enacbe v
7, kjer dobimo:
a0 — Ys — Yo _ Y2 — ~ (17)
(w3 — w2)(x3 —x1) (@2 — 21)(23 — 1)

Ko imamo izracunan parameter a, lahko sedaj izracunamo parameter b. Izhajamo
iz prve enacbe v 5 in dobimo:

J2—
b= "———a(xe+11) = 18
2 afaa ) = (13)
Na koncu Se iz prve enacbe iz 3 izra¢unamo parameter c:
c=1i —ar? —bry =__ (19)

Zapisimo samo Se iskano enacbo parabole, ki se optimalno prilega tockam:

y:ax2+bx+c:_x2+_$+_ (20)



