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1 Pogojna izravnava po MNK

Na enak nacin, kot lahko poenostavimo in posplosimo posredno metodo MNK, naredimo tudi z
direktno metodo. Rezultat je pogojna izravnava po MNK. In tudi tu bo posplositev dana z dej-
stvom, da enakovredno lahko resujemo tako linearne kot tudi nelinearne probleme, kakor bo tudi
poenostavitev dana z dejstvom, da vse probleme resimo po enakem postopku - matri¢no.

Tudi pri pogojni izravnavi po MNK bomo vse koli¢ine vodili v vektorski obliki. Imeli bomo vektor
opazovanj 1, vektor popravkov opazovanj v in vektor izravnanih opazovanj i, vsi vektorji pa so velikosti
n x 1. Vektorju opazovanj pripada varian¢no-kovarianc¢na matrika 3, s pomocjo katere na osnovi
izbrane referencne variance a-priori 02 izracunamo matriko kofaktorjev opazovanj Q in naknadno Se

matriko utezi P. Vse matrike stohasticnega modela so velikosti n X n.

1.1 Pogojne enacbe

Pri pogojni izravnavi moramo sestaviti » pogojnih enacb, povedano drugace, vsako nadstevilno opa-

zovanje nam omogoca podati en pogoj, ki mu morajo opazovanja zadostiti. Pogojne enacbe imajo

enako vlogo (in obliko) kot pogojne enacbe pri direktni metodi MNK. V splosnem bodo pogojne

enacbe nelinearne, zapisali pa jih bomo tako, da se vsi elementi pogojnih enacb nahajajo le na levi

strani enacaja, na desni strani ostane samo se vrednost 0. Tudi tu bomo videli, da ta pogoj ni nujen,

a nam bo olajsal izracun pravih predznakov parcialnih odvodov v nadaljevanju. Pogojne enacbe
imajo obliko: . .

Fr=agi(li,l,...,0,) =0

Fy, = gQ(Zl,ZQ, ce Zn) =0

0

Py = gl b, ... 1) = (1-1)

Pravila za sestavo pogojnih enacb so povsem enaka kot pri direktni metodi MNK (glej poglavje ?7?,
alinejo 2), enacbe vsebujejo le izravnana opazovanja in konstante, v vseh enacbah moramo uporabiti
vsa opazovanja'. Stevilo opazovanj v posamezni pogojni enacbi je poljubno in je odvisno od oblike
enacbe (funkcionalnega modela). Za resitev pogojne izravnave po MNK, moramo nelinearne pogojne
enache prvo pretvoriti v sistem linearnih enac¢hb na osnovi postopka linearizacije.

1.2 Linearizacija pogojnih enacb

Ker so pogojne enacbe v enacbah 1-1 nelinearne, jih lineariziramo. Razlogi za prehod v linearno
obliko so povsem enaki, kot pri posredni izravnavi po MNK (glej poglavje 77).

Za prehod v linearno obliko, bomo spet uporabili Taylorjevo vrsto. V pogojnih enac¢bah nastopajo
izravnana opazovanja lAZ (1 = 1,2,...,n), za katera pa vemo, da so vsota ZZ = [; + v;, torej vsota
merjenih vrednosti opazovanj in njihovih popravkov. Pogojne enacbe zato razvijemo v Taylorjevo
vrsto okoli merjenih vrednosti opazovanj [;, kjer prirastek opazovanj predstavljajo ravno popravki

1Sedaj Ze vemo, da obstajajo primeri, ko nekaterih opazovanj ne moremo uporabiti v pogojnih ena¢bah. To bomo
pojasnili pri posebnih primerih
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opazovanj v;, pri tem pa zanemarimo clene s potencami popravkov 2 in ve¢. Poljubna (i-ta) pogojna
enacba se linearizira na slede¢ nacin:
oF; OF; OF;

+ v+ -+ —=v,=0 (1-2)

Fo= gl . 1) + 2
gi(h, b2 A TS

Enacbo 1-2 bomo preuredili tako, da bomo na levi strani pustili tiste koli¢ine, ki jih ne poznamo (so
rezultat pogojne izravnave), to so popravki opazovanj, na desno stran pa bomo dali vse ostalo kar
poznamo ali lahko izra¢unamo, to so opazovanja in/ali izracunane funkcije (g;) na osnovi merjenih
vrednosti opazovanj. Preurejena linearizirana pogojna enacba je oblike:

OF; OF; OF;

F.=— — ot —v, = —gily, o, ., 1-3
8l11}1+ alzvz+ +alnv gi(l1, 1o ) ( )

oF,;
ol
(7 =1,2,...,n) so izra¢unani iz merjenih vrednosti opazovanj in so konstante). Enacbo zapiSemo v

Enacba 1-3 je linearna, saj so popravki opazovanj pomnozeni le s konstantami (parcialni odvodi

matri¢ni obliki, isto pa naredimo tudi za vse ostale linearizirane pogojne enacbe iz 1-1 in dobimo:

[0Fy  OFy AU -) Tl - -
ol Ols Oln, V1 fl
o, ol ol,, V2 J2
. = 14
oF, OF, .. OF v; fi (1-4)
ol 0l Tl
OF, OF, o fr
Lol als 7 o
Matri¢no enacbo 1-4 lahko v krajsi obliki, z ustreznimi oznakami matrik, zapisemo kot:
Av =f (1-5)

V enachi 1-5 sta dva elementa, ki ju je potrebno Se definirati, in sicer:

A matrika koeficientov (parcialnih odvodov) pogojnih enaé¢b, izracunana iz merjenih vrednosti
opazovanj, velikosti r x n, in

f vektor odstopanj (prostih ¢lenov) pogojnih enacbh, velikosti r x 1.

Glede na obliko elementov vektorja f iz enacbe 1-3 vidimo, da so odstopanja pogojnih enacb ravno
negativne vrednosti funkcij g;, izracunane iz merjenih vrednosti opazovanj, torej f; = —g;.

1.3 Resitev pogojne izravnave po MNK

Za pridobitev resitve pogojne izravnave po MNK, izhajamo iz osnovnega matri¢nega modela pogojne
izravnave iz enacbe 1-5, kar predstavlja funkcionalni model pogojne izravnave. Vendar matricna
enacba iz 1-5 ni enoli¢no resljiva, saj predstavlja r enacb, v kateri nastopa n popravkov (seveda
r < n). Takemu sistemo recemo pod-dolocen sistem. Dodaten pogoj, ki nam bo podal enoli¢no
resitev je pogoj metode najmanjsih kvadratov, predstavljen v karakteristicni funkciji ®:

® = v'Pv = min. (1-6)

2
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kjer dodatno velja enacba 1-5. Karakteristicna funkcija, ki bo upostevala pogoj 1-6 in 1-5 ima
obliko:
® =v'Pv + k' (Av — f) = min. (1-7)

V enachi 1-7 vektor k oznac¢imo kot vektor korelat in vsebuje r Lagrangejevih multiplikatorjev,
za vsako pogojno enac¢bo en multiplikator?. Ekstrem funkcije 1-7 bomo dobili takrat, ko bomo resili
dva sistema:

o, o _
ov ok

Resitev pogojne izravnave, oziroma resitev matri¢nih sistemov 1-8 je podan z nizom matri¢nih enacb.

0 (1-8)

Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj Q. in matriko utezi
ekvivalentnih enac¢b/opazovanj P., obe velikosti r x r:

Q.=AQAT -  P.=Q (1-9)
Sledi izracun vektorja korelat k:
k=P.f (1-10)
Iz ¢esar izracunamo resitev pogojne izravnave oz. funkcionalnega modela pogojne izravnave, to sta
vektorja:
v=QATk
) (1-11)
l=1+v

Iz enacb izracuna funkcionalnega modela pogojne izravnave 1-9, 1-10 in 1-11 vidimo, da v enacbah
nastopa matrika kofaktorjev opazovanj Q in ne matrika utezi opazovanj P.

1.4 Postopek izvedbe pogojne izravnave po MNK

Postopek resevanja nalog s pogojno izravnavo poteka zelo podobno kot postopek pri direktni metodi
MNK, le da bomo tu izracune delali v matri¢ni obliki. V nadaljevanju so predstavljeni koraki pogojne

izravnave.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.

2. Sestavimo r pogojnih enacbh - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Pravila za sestavo pogojnih enacb so podana v poglavju ??. Dodatno pravilo, ki je pri pogojni
izravnavi zelo pomembno pa je, da so pogojne enacbe sestavljene tako, da se celotna enacba
nahaja le na levi strani enacaja. Desna stran naj ima samo sSe vrednost 0.

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f. Izracunamo vse parcialne
odvode in tako nastavimo matriko A. Izracunamo vsa odstopanja pogojnih enac¢b in nastavimo
vektor f.

4. Izracunamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.

2Lagrangejeve multiplikatorje boste podrobno spoznali pri matematiki, ko boste obravnavali vezan ekstrem funkcije
ve¢ spremenljivk
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d.

6.

7.

Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
[zracunamo vektor popravkov opazovanj v.
[zracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.

Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave. Drugo iteracijo nare-
dimo tako, da za merjene vrednosti opazovanj 1 uporabimo izravnane vrednosti opazovanj 1 in
postopek ponovimo, od alineje 3 naprej.

Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izracune, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem. Pri pogojni izravnavi je to pogosto, saj nas v vecini primerov izravnana opazovanja
sama po sebi ne zanimajo, ampak izvedene koli¢ine (koordinate, visine, povrsine. . . )



GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Pogojna izravnava po MNK

1.5 Primer 1 - Dolzina D merjena stirikrat

Dolociti zelimo razdaljo D med tockama A in B, zato smo z merskim trakom dolzino izmerili stirikrat,
kot prikazuje slika 1-1. Opazovanja, ki smo jih dobili so: d; = 32.51m, dy = 32.48m, d3 = 32.52m
in dy = 32.53m.

A d17 d27 d37 d4 B
D="
Slika 1-1: Prikaz izmerjenih dolzin med tockama A in B

Ce so opazovanja enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, s pogojno izravnavo po MNK izravnaj
opazovanja in dolo¢i vrednost neznane dolzine D.

Primer bomo s pogojno izravnavo resili po korakih, ki so predstavljeni v poglavju 1.4.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in r.
Glede na podatke naloge, vidimo, da imamo n = 4 opazovanih dolzin, kjer bi za enolicno dolo-
itev dolzine D potrebovali le ng = 1 opazovanje. Stevilo nadstevilnih opazovanj je tako r = 3.
Vektor opazovanj 1 ima obliko:

dy 32.51m
dy 32.48 m

1= = 1-12
ds 32.52m (1-12)

Ker so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, je matrika kofaktorjev opazo-
vanj Q enotska matrika, velikosti 4 x 4.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb, ki jih moramo nastaviti je enako r = 3, v katerih lahko nastopajo
le (izravnana) opazovanja (in konstante), v vseh pogojnih enac¢bah pa moramo uporabiti vsa
opazovanja. Pogoj, iz katerega izhajamo je:

D=d =dy=ds=d, (1-13)
Enacbo 1-13 uporabimo za sestavo pogojnih enacb, ki imajo obliko:
Fi=dy—d =0
Fy=dy—dy =0 (1-14)
Fy=dy—dy =0
Kot smo pokazali ze pri direktni metodi MNK (glej reSen primer trikrat merjenega kota po

direktni metodi v poglavju ??), to ni edini niz pogojnih enach, a vsebujejo vse informacije, ki
jih potrebujemo za izvedbo pogojne izravnave.

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Vektor popravkov v ima, glede na vektor opazovanj 1 iz enacbe 1-12 obliko:

(%1
(%
= 1-15
v= | (1-15)

(1
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Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih enacb po opazovanjih A je velikosti 3 x 4.
Stevilo vrstic je enako $tevilu enach (3), medtem ko je tevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj
(4). Matrika vsebuje parcialne odvode, kjer vsako pogojno enacbo iz enacbe 1-14 odvajamo
po vseh opazovanjih, po vrstnem redu iz vektorja opazovanj 1 iz enacbe 1-12. Matrika A je

enaka: OF, OF, 9F, OF
or o'l or or
ddi  9dy 0ds; Ody -1 1 00
__ | 0Fy 0OFy O0Fy OFy | __ o _
A= ddi  9ds 0dy ody| — 1010 (1-16)
OF3 0F3 0F3 0F3 -1 0 0 1

od1  Od2 O0d3  Ods

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 3 x 1, za vsako pogojno enac¢bo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enachah iz 1-14 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

4. Izracunamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matriéni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj Q., ki je velikosti 3 x 3.
Dobimo:

2 11
Q.=AQAT=AA"=1|1 2 1 (1-18)
112

Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

0.75 —0.25 —0.25
P.=Q'=|-025 075 —0.25 (1-19)
—0.25 —0.25 0.75

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 3 x 1, ki ima obliko:

0.03m
k=P.f=| —00lm (1-20)
—0.02m

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

0.00 m
0.03 m
—0.01m
—0.02m

v=QA"k = (1-21)
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7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj l.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj l iz enacbe 1-12 in vektorja
popravkov opazovanj v iz enacbe 1-21:

32.51m
32.51m
32.51m
32.51m

I=1+v= (1-22)

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Primer je linearen in enostaven, zato ni potrebno po izvajanju Se ene iteracije.

9. Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izra¢une, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
Koncen rezultat je izracun neznane dolzine D, ki jo dobimo iz pogoja v enacbi 1-13 in izravnanih
opazovanj iz enache 1-22. Dobimo:

D=d =dy=ds=d; =3251lm (1-23)
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1.6

Primer 2 - Diagonala kvadrata merjena dvakrat

V kvadratu smo izmerili diagonalo dvakrat, kot prikazuje slika 1-2, in dobili D; = 5.2m ter Dy =

5.1m.

Ce so

Slika 1-2: Skica kvadrata in opazovanih diagonal v kvadratu

opazovanja razlicnih natancnosti, oy = 0.1 m in o5 = 0.2 m, in medseboj nekorelirana, s pogojno

izravnavo po MNK izravnaj opazovanja. Izracunaj tudi velikost stranice a in povrsino S kvadrata.

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.

Iz navodil vidimo, da imamo n = 2 opazovani diagonali, kjer bi za enoli¢no dolocitev veliko-
sti kvadrata potrebovali le ng = 1 opazovanje. Stevilo nadstevilnih opazovanj je tako r = 1.

D1 5.2m
1= [DJ - [5.1 m] (1724)

Vektor opazovanj 1 ima obliko:

Ker so opazovanja razlicne natan¢nosti, moramo prvo sestaviti kovarian¢no matriko opazovanj
33, ki je velikosti 2 x 2 in ima obliko:

o2 0 0.01 m?2 0
=1 = 1-2
l 0 o3 ] l 0  0.04m? ] (1725)

Pri pogojni izravnavi uporabljamo matriko kofaktorjev Q, zato bomo izbrali tako referencno
varianco a-priori 02, da bodo vrednosti v matriki kofaktorjev Q sama cela Stevila (najmanjsa
mozna). Izberemo si:

o = o7 =0.01m? (1-26)
Matriko kofaktorjev Q dobimo kot:
1 10
=== 1-27
Q-z- |, 1) (1-27)

Sestavimo r pogojnih enach - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb, ki jih moramo nastaviti je enako r = 1, v katerih lahko nastopajo
le (izravnana) opazovanja (in konstante), v vseh pogojnih ena¢bah pa moramo uporabiti vsa
opazovanja. Pogoj, iz katerega izhajamo je:

D, =D, (1-28)
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Enacbo 1-28 uporabimo za sestavo pogojne enacbe, ki ima obliko:
Fr=D—Dy=0 (1-29)
V pogojni enachi 1-29 smo, glede na enacho 1-28, vse elemente dali na levo stran.

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Vektor popravkov v ima, glede na vektor opazovanj 1 iz enacbe 1-24 obliko:

U1
V= 1-30
Matrika koeficientov / parcialnih odvodov ena¢b popravkov po opazovanjih A je velikosti 1 x 2.
Stevilo vrstic je enako $tevilu enacb (1), medtem ko je tevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj
(2). Matrika vsebuje parcialne odvode, enac¢be 1-28 po obeh opazovanjih, po vrstnem redu iz
vektorja opazovanj 1 iz enacbe 1-24. Matrika A je enaka:
oF,  OF

A=[o0 B =]1 —1] (1-31)
Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 1 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enacbah iz 1-29 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. V nasem primeru dobimo eno samo vrednost, in

sicer:

f=|—(Di—D,)| =] —01m | (1-32)

4. Izra¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matriéni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), samo Se izracunamo resitve izravnave. Prvo izracunamo matriko
kofaktorjev ekvivalentnih enac¢b/opazovanj Q., ki je velikosti 1 x 1. Dobimo:

Q. = AQA" = [5] (1-33)
Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

P.=Q.'=[020] (1-34)

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 1 x 1, ki ima obliko:

k=Pf=]-002m | (1-35)

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

(1-36)

v—QATk — l —0.0Qm]

0.08 m
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7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj l.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj l iz enacbe 1-24 in vektorja
popravkov opazovanj v iz enacbe 1-36:

(1-37)

i—l+ o 518m
N V= 5.18 m

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Primer je linearen in enostaven, zato ni potrebno po izvajanju Se ene iteracije.

9. Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izrac¢une, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
Na koncu lahko izracunamo Se stranico kvadrata a, kjer izhajamo iz izravnanih opazovanj v
enacbi 1-37:

>

2

D _D 3.663 (1-38)
g = —— = — = . m o
V2 V2
in Se povrsino kvadrata S
)2 )2
S=a*= % = % = 13.4162 m? (1-39)

10
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1.7 Primer 3 - Merjeni vsi koti trikotnika

V trikotniku smo izmerili vse tri notranje kote in dobili: o = 41°33', 8 = 78°57 in v = 59°27". Ce
so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, s pogojno izravnavo po MNK izravnaj
opazovanja.

C

A A‘A

Slika 1-3: Skica trikotnika in vseh notranjih kotov

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.
Iz navodil vidimo, da imamo n =3, ng =2, r =1 in:

! 41°33'
l=| p | =1 7857 (1-40)
y 59°27
Ker so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, je matrika kofaktorjev Q
enaka:
1 00
Q=010 (1-41)
001

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = 1, v kateri nastopajo le izravnana opazovanja in konstanta
(katera je tu konstanta?). Pogoj, ki velja za nasa opazovanja, je seveda:

a+ B +4=180° (1-42)
Pogoj iz enacbe 1-42 uporabimo za sestavo pogojne enacbe, ki je:

i =a+844—180°=0 (1-43)

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapisemo v matri¢ni obliki Av = f.
Vektor popravkov v ima, glede na vektor opazovanj 1 iz ena¢be 1-40 obliko:

Vg
V= |vg (1744)
Uy

11
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Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih enacb po opazovanjih A je velikosti 1 x 3.
Stevilo vrstic je enako stevilu ena¢b, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Matrika A je enaka:

A=[2 oL dhl- 1 1 1] (1-45)

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 1 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enachah iz 1-43 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

f=|—(a+B+7-180°)] = [ 3.0 | (1-46)

4. Izracunamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matri¢ni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj Q., ki je velikosti 1 x 1.
Dobimo:

Q.= AQA" = AA" = [3] (1-47)
Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

P.=Q;' =[0333 | (1-48)

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 1 x 1, ki ima obliko:

k=Pf=|10] (1-49)

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

1.0’
v=QA'k=| 1.0/ (1-50)
1.0/

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj l.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj l iz enacbe 1-40 in vektorja
popravkov opazovanj v iz enacbe 1-50:

41°34.0/
1=1+v=| 78580 (1-51)
59°28.0'

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Primer je linearen in enostaven, zato ni potrebno po izvajanju Se ene iteracije.

9. Ce naloga zahteva se kaksne dodatne izracune, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
Naloga ne zahteva nobenega dodatnega izracuna.

12
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1.8 Primer 4 - Opazovanja v pravokotniku

V pravokotniku imamo merjene stiri koli¢ine, kakor prikazuje slika 1-4, in sicer stranico a = 6.0 m,
stranico b = 8.0m in diagonalo d = 10.1m. Dodatno smo izmerili tudi povr§ino S = 48.4m?.
[zravnajte opazovanja s pogojno izravnavo po metodi najmanjsih kvadratov, ¢e so dolzinske koli¢ine
merjene z natancénostjo o, = 0, = 04 = 1 cm in povrsina merjena z natancnostjo og = 10 dm?.

S

Slika 1-4: Skica pravokotnika z opazovanji

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.
Iz navodil vidimo, da imamo n =4, ng =2, r = 2 in:

a 6.0m
b 8.0m

1= = 1-52
d 10.1m (1-52)
S 48.4 m?

Ker so opazovanja razlicne natan¢nosti, moramo prvo sestaviti kovarian¢no matriko opazovanj
33, ki je velikosti 4 x 4 in ima obliko:

o2 0 0 0 0.0001m> 0 0 0
2 2
so| 0 00 0 0.0001m o 0 (153
0 0 o3 0 0 0 0.0001m 0
0 0 0 of 0 0 0 0.0100m*

Pri pogojni izravnavi uporabljamo matriko kofaktorjev Q, zato bomo izbrali tako referencno
varianco a-priori o2, da bodo vrednosti v matriki kofaktorjev Q sama cela Stevila (najmanjsa
mozna). Izberemo si:

oy = o2 = 0.0001 m? (1-54)
Matriko kofaktorjev Q dobimo kot:
100 0
1 010 O
= 3= 1-55
Q o} 001 0 ( )
0 0 0 100

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = 2, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja. Primer
pogojnih enacb je:

[\

>
N

+0P—d*>=0
b—S =0

F
F

Il
>

(1-56)

(Y]
Il
Q>

13
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3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Vektor popravkov v ima, glede na vektor opazovanj 1 iz enacbe 1-52 obliko:

v = (1-57)

Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih ena¢b po opazovanjih A je velikosti 2 x 4.
Stevilo vrstic je enako stevilu ena¢b, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Matrika A je enaka:

oF, OF, OF OFy 80 60 0.0 —-10 (1-58)

[% G Gt aaiS] _l12.0 160 —202 0.0
da ob ad oS

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 2 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enacbah iz 1-56 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

=@+ —=d?*)] | 2.0lm?
f= [ —(ab—S) ] B [0.40m2 ] (1-59)

4. Izracunamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matriéni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj Q., ki je velikosti 2 x 2.
Dobimo:

(1-60)

Q :AQAT:[808 1921

192 200

Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

0.00160 —0.00154
P.=Q, ' = 1-61
Q. [ —0.00154  0.006 48 ] ( )
5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 2 x 1, ki ima obliko:
k=P.f— 0.00261 (1-62)
—0.00050
6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:
0.0273m
0.0387m
= QA'k = 1-63
v=0Q ~0.0527m (1-63)
0.0503 m?

14
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7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj l iz enacbe 1-52 in vektorja
popravkov opazovanj v iz enacbe 1-63:

6.0273m
- 8.0387m
=1rv=1 0 0a3m (1-64)

48.4503 m?

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Ker so pogojne enacbe nelinearne, smo z linearizacijo povzrocili neskladnost /napako v funkci-
onalnem modelu. Kaksno je to neskladje, lahko ugotovimo tako, da v enacbe popravkov 1-56
vstavimo vrednosti izravnanih opazovanj iz ena¢be 1-64 in dobimo:

a* + b* — d* = —0.0005 m?

A~ oA ) (1-65)
ab— S =0.0011m

Iz enacbe 1-65 je razvidno, da je skladnost izravnanih opazovanj visoka. Kako pa se to odraza

na velikostih popravkov v 2. iteraciji? Ce izravnana opazovanja iz enacbe 1-64 uporabimo kot

merjene vrednosti in ponovimo pogojno izravnavo, dobimo sledece popravke opazovanj:

—3.15x 10°m
—6.01 x 107°m
—5.02 x 10°m
7.66 x 10~*m?

(1-66)

Vo =

Popravki 2. iteracije iz enacbe 1-66 so dejansko zanemarljivi, zato druge iteracije ni potrebno
izvesti.

9. Ce naloga zahteva Se kakSne dodatne izracune, uporabimo izravnana opazovanja in reSimo
problem.
Naloga ne zahteva nobenega dodatnega izracuna.
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1.9 Primer 5 - Opazovanja v krogli

Imamo kovinsko kroglo, za katero zelimo doloc¢iti pomer r, zato smo z merskim trakom izmerili
obseg o = 78 cm z natancnostjo o, = 0.5cm. Kroglo smo potopili v vodo in izmerili prostornino
izpodrinjene tekocine, ki znasa V' = 8.2 L, z natan¢nostjo oy = 1.0 cL. Situacijo prikazuje slika 1-5.
S pogojno izravnavo po MNK izravnaj opazovanja in dolo¢i polmer krogle r.

Slika 1-5: Obravnavana krogla in prikaz izmerjenih opazovanj

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.
Glede na problem (krogla) in podatke v navodilih, vidimo, da imamo n =2, ng = 1, r = 1.
Opazovanji sta podani v enotah, ki nista skladni (cm in L), zato jih zapiSem v istem/skladnem
merilu, v dm za obseg in L za prostornino. Dobimo:

0 7.8dm
1= = 1-67
MRS (o0
Ker so opazovanja razlicne natan¢nosti, moramo prvo sestaviti kovarian¢no matriko opazovanj
32, ki je velikosti 2 x 2. Tudi tu pazimo na enote, ki morajo biti enake kot pri vektorju opazvanj
iz enacbe 1-67. Dobimo:
2:[02 0 ]:l0.00QBdnf 0 1

(1-68)

0 o 0 0.0001 L2

Za najbolj enostavno matriko kofaktorjev Q, bomo izbrali tako referenc¢no varianco a-priori o3,

da bodo vrednosti v matriki kofaktorjev Q sama cela Stevila (najmanjsa mozna). Izberemo si:

oy = oy = 0.0001 L? (1-69)
Matriko kofaktorjev Q je potem enaka:

1 25 0

= 2= 1-70

Q o} l 0 1 ] ( )

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.

Stevilo pogojnih enacb je torej r = 1, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja. V pogojni
enachi moramo povezati obseg krogle o in prostornino V', kjer za obe koli¢ini velja:

4
o=2mr V= §7T7’3 (1-71)
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Ce iz leve enacbe v enacbi 1-71 izrazimo r in ga vstavimo v desno enacbo, dobimo:

0 4 o o
"o 3787 6r2 (1772)
Na osnovi desne enacbe iz 1-72 sestavimo pogojno enacbo:
Fl=6mV —0°=0 (1-73)

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Vektor popravkov v ima, glede na vektor opazovanj 1 iz enacbe 1-67 obliko:

v
v=|"° 1-74
M 17
Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih enacb po opazovanjih A je velikosti 1 x 2.
Stevilo vrstic je enako Stevilu ena¢b, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Matrika A je enaka:

A=[2 o] =] -182520 59.218 (1-75)

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 1 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enacbah iz 1-73 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

f = [—(672V —0%)| = [ —11.033L | (1-76)

4. Izra¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matri¢ni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enac¢b/opazovanj Q., ki je velikosti 1 x 1.
Dobimo:

Q. = AQA” = | 836345.4873 | (1-77)
Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

P.=Q; =[ 119568 x 1076 | (1-78)

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 1 x 1, ki ima obliko:

k=Pf=]-131914x107° (1-79)

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

(1-80)

V= QATk l 0.0602 dm ]

—0.0008 LL
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7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj l iz enacbe 1-67 in vektorja
popravkov opazovanj v iz enacbe 1-80:

(1-81)

A 7.8602 dm
I=14+v=

8.1992L

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Ker so pogojne enacbe nelinearne, smo z linearizacijo povzrocili neskladnost /napako v funkci-
onalnem modelu. Kaksno je to neskladje, lahko ugotovimo tako, da v enacbe popravkov 1-73
vstavimo vrednosti izravnanih opazovanj iz enac¢be 1-81 in dobimo:

6m2V — 6° = —0.08 L (1-82)

Vrednost neskladja v enacbi 1-82 je majhna, zato rezultati 2. iteracije ne bodi prinesli bistve-
nega izboljsanja.

9. Ce naloga zahteva se kaksne dodatne izracune, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
[zracunajmo Se polmer krogle 7:

0
= — =1.251d 1-83
"T o o ( )
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Pogojna izravnava po MNK

1.10 Primer 6 - Visinska geodetska mreza

V nivelmanski mrezi, kjer je visina tocke A dana (H4 = 320.00m), smo opazovali visinske razlike in

dolzine nivelmanskih linij, kakor jih prikazuje slika 1-6. Numeri¢ne vrednosti opazovanj so podane

v preglednici 1-1.

Preglednica 1-1: Izmerjene vrednosti visinskih razlik med reperji

VISINSKA RAZLIKA | DOLZINA LINIJE
Ah; =0.25m AB =10m
Ahs = 0.30m BC =20m
Ahs = 0.60m AC = 40m
Ahy = —0.15m CD =15m
Ahs = 0.40m AD = 15m
Ahg = —0.15m AE =10m

S pogojno izravnavo po MNK izravnajte opazovanja in dolocite izravnane vrednosti visin reperjev

B C
Ahg —
Ahy
Ahy
Ahg

B,C,Din E.

Ahg

D

Ahg —

Op

Slika 1-6: Opazovane visinske razlike v visinski geodetski mrezi

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-

vimo n, ng in 7.

V podani visinski mrezi imamo opazovanih n = 6 visinskih razlik (opazovanj). Za enoli¢no do-

locitev visin novih reperjev potrebujemo ng = 4, torej je stevilo nadstevilnih opazovanj enako

19



GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Pogojna izravnava po MNK

r = 2. Vektor opazovanj 1 je torej:

Ahy [ 0.25m |
Ahs 0.60 m
1= = 1-84
I Ahg | I —0.15m |

Ker imamo za vsako nivelmansko linijo podano dolzino te linije, so natanc¢nosti opazovanj
razlicne, utezi opazovanj pa so dolocene z:
pi = d_ (Z = 17273747576> (1785)
i
Pri pogojni izravnavi moramo sestaviti matriko kofaktorjev Q = P~!, kofaktor posameznega
opazovanja ¢; je dolocen kot:

G=—=d; (i=1,2,34,5,6) (1-86)

Za enostavnejsi izracun matrik, bomo kofaktorje zapisali tako, da bodo cela stevila in najnizja
mozna. Dolzine moramo zato deliti s faktorjem 5.0, dobljeni kofaktorji vseh opazovanj pa so:

¢1=20 =40 ¢3=80 ¢ =30 ¢s=30 ¢gs=20 (1-87)
Vrednosti iz enacbe 1-87 uporabimo za sestavo matrike Q.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = 2, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja. Pogoje,
katerim morajo zadoscati opazovanja, dolo¢imo s slike 1-6, dobimo pa jih tako, da zapiramo
nivelmanske zanke. Primera dveh pogojnih enacb sta:

Fl EA}AL1+A;L2—A;L3:O

R . . (1-88)
FZEAh3+Ah4—Ah5:0

Iz enacb 1-88 je razvidno, da opazovanje Ahg v pogojnih enacbah ne nastopa. To v tem
primeru ni napaka, saj ta visinska razlika ni vklju¢ena v nobeno zanko.

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih ena¢b po opazovanjih A je velikosti 2 x 6.
Stevilo vrstic je enako Stevilu ena¢b, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Matrika A je enaka:
OF oF OF OF OF OF
OFy OFs OFs OFs OFs O0Fs 0 0 1 1 =1 0
OAh, O9Ahy 0Ahs 0Ahs 0Ahs 0Ahg

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 2 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enacbah iz 1-88 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:
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4. Izracunamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matri¢ni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj Q., ki je velikosti 2 x 2.

Dobimo:
14.0 —8.0
. =AQAT = 1-91
N o
Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:
0.106 0.061
P.=Q!'= 1-92
Q [ 0.061 0.106 ] ( )
5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 2 x 1, ki ima obliko:
0.002 27
k=P.f= 1-
¢ [ —0.002 27 ] (1-93)
6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:
[ 45mm |
9.1 mm
—36.4mm
= QATk = 1-94
v=Q —6.8 mm (1-94)
6.8 mm
| 0.0mm |

V enacbi 1-94 se vidi, da je popravek za zadnjo viSinsko vg enak 0.0 mm, saj ta visinska razlika
ni nadstevilno opazovana.

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj l iz enacbe 1-84 in vektorja
popravkov opazovanj v iz enacbe 1-94:

0.2545m |
0.3091 m
0.5636 m
—0.1568 m
0.4068 m
| —0.1500m |

—
Il
+
<
Il

(1-95)

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Pri geometricnem nivelmanu so pogojne enacbe linearne, zato dodatne iteracije ni potrebno
izvesti. Za kontrolo lahko v pogojne enacbe 1-88 vstavimo vrednosti izravnanih opazovanj iz
enacbe 1-95 in dobimo: ) . .

Ahy + Ahy — Ahz = 0.00 mm
Ahs + Ahy — Ahs = 0.00 mm

Vidimo, da neskladja ni, izravnana opazovanja so povsem skladna, ponovne iteracije ni potrebno

(1-96)

izvesti.
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9. Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izrac¢une, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
Na koncu iz izravnanih opazovanj(enacba 1-95) in dane visine reperja A (H4 = 320.00m)
izracunamo Se visine reperjev B, C; D in E:

Hpg 320.2545m
He 320.5636 m
Hp 320.4068 m ( )
Hg 319.8500 m
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1.11 Primer 7 - Visine reperjev

Dano imamo visino reperja A (H4 = 320.00m), zelimo pa dolo¢iti visini reperjev T" in B, zato smo
izmerili opazovanja, kot jih prikazuje slika 1-7. Z reperja A smo do reperja T izmerili horizontalno
dolzino a = 15.0m (o, = 0.05m) in visinski kot o = 45° (0, = 5'), z reperja B do reperja T'
horizontalno dolzino b = 30.0m (o3, = 0.05m) in visinski kot § = 30° (03 = 5’) ter visinsko razliko
z=2.4m (0, = 0.05m) od reperja B do reperja A. S pogojno izravnavo po MNK izravnaj opazovanja
in izracunaj visini Hr in Hp.

Slika 1-7: Opazovanja za dolocitev visin reperjev 17" in B

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.
Pri tej nalogi bomo prvo nastavili vektor opazovanj 1 in pripadajo¢o matriko kofaktorjev Q. Iz
podatkov vidimo, da imamo 5 opazovanj, vektor 1 sestavimo tako, da dolzinske koli¢ine podamo
v metrih, kotne pa v radianih. Dobimo:

a 15.0m
« 0.785398 2
= b |=1]300m (1-98)
6] 0.523 598 8
| 2 | | 2.4m |

Matriko kofaktorjev Q bomo dobili tako, da bomo prvo sestavili varianc¢no-kovarianéno matriko

3, kjer bomo natancnosti za dolzinske koli¢ine predstavili v metrih, za kotne pa v radianih. Ce

bomo izbrali za referen¢no varianco a-priori 02 = o2, potem bodo kofaktorji opazovanj enaki:

ga = 118181 ¢, =1.00 ¢, =1181.81 g3 =1.00 ¢, = 1181.81 (1-99)

Vrednosti iz enacbe 1-99 uporabimo za sestavo matrike Q tako, da jih postavimo po diagonali
matrike.

Naslednja stvar, ki jo moramo dolo¢iti, pa so n, ng in r. Prvo se bomo osredoto¢ili na ng, torej
na minimalno Stevilo opazovanj, za resitev problema, to je doloc¢itev visin reperjev T in B. S
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slike 1-7 vidimo, da bi lahko visini Hr in Hpg dobili, ¢e bi uporabili a, a in 2, torej 3 opazovanja.
Po drugi strani, pa bi lahko uporabili tudi a, «, b in 3, kar pa pomeni 4 opazovanja. Vprasanje
se pojavi, kaj je pravilno, 3 ali 47

Izkaze se, da moramo na opazovanja gledati malo drugace. Ker dolocamo visine reperjev,
vidimo, da z dejansko predstavlja visinsko razliko, medtem ko visSinski razliki predstavljata
samo para: a in « ter b in 5. Povedano drugace, a brez a in b brez  ne poda moznosti
dolocitve visinske razlike, zato je potrebno dolzino in visinski kot vedno obravnavati skupaj.
Na ta nacin lahko vidimo, da imamo dejansko 3 opazovanja, ki predstavljajo visinsko razliko,
to so: z, par (a,a) in par (b,53).

Ce pa opazovanja obravnavamo na ta nadin, pa vidimo, da imamo n = 3, za ng pa bomo vedno
dobili 2, torej r = 1. Ampak taka obravnava se nanasa le tu, da dobimo pravi stevilo pogojih
enacb (r). V nadaljevanju bo stevilo opazovanj se vedno n = 5.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb je torej » = 1, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja. Za sestavo
enacbe izhajamo iz slike 1-7, kjer vidimo, da mora veljati:

F=atana+2—btan S =0 (1-100)

V enacbi 1-100 koli¢ina atan & predstavlja visinsko razliko Ah%, koli¢ina btan B pa visinsko

razliko AhL.

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapisemo v matri¢ni obliki Av = f.

Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih enacb po opazovanjih A je velikosti 1 x 3.
Stevilo vrstic je enako stevilu enacb, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Matrika A je enaka:

A=[gE B8 98 48 SEI 11000 30.000 —0.577 —40.000 1.000 | (1-101)
Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 1 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enachah iz 1-100 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

f = [—(atana+ z— btanﬁ)} = [ —0.0795m } (1-102)

4. Izra¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matriéni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enac¢b/opazovanj Q., ki je velikosti 1 x 1.
Dobimo:
Q. = AQA" = | 5257.5573 | (1-103)

Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

P, =Q;'=[1.902x107* | (1-104)
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5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 1 x 1, ki ima obliko:

k=Pf=|-1512x107 | (1-105)

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

Va [ —0.0179m |
Vo —0.000 453 6
v=QA'k=| v, | = 0.0103m (1-106)
vg 0.000 604 8
v, | | —0.0179m |

V enacbi 1-106 sta popravka v, in vg podana v radianih. ZapiSemo jih lahko tudi kot
Vg =—1'33.6" in vg =2'4.7".

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj l iz enacbe 1-98 in vektorja
popravkov opazovanj v iz enacbe 1-106:

14.9821m |
0.784944 6
I=1+v=| 30.0103m (1-107)
0.524 2036
2.3821m |

Tudi v enacbi 1-107 sta izravnana kota & in B podana v radianih. ZapiSsemo ju lahko tudi kot
& =44°58'26.4" in 8 =30°2/4.7".

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Za kontrolo v pogojne enacbe 1-100 vstavimo vrednosti izravnanih opazovanj iz enacbe 1-107
in dobimo:
atand -+ 2 — btan 8 = 5.60 x 10~ %m (1-108)

Vidimo, da je odstopanje na desni strani enache majhno, nove iteracije ni potrebno izvesti.

9. Ce naloga zahteva e kaksne dodatne izrac¢une, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
Na koncu iz izravnanih opazovanj(enacba 1-107) in dane visine reperja A (H4 = 320.00m)
izracunamo Se visine reperjev 7' in B:

[ Hy ] _ [ 334.9685m] (1-109)

Hp 317.6179m
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1.12 Primer 8 - Ravninska geodetska mreza (1)

V ravnini imamo podana polozaja dveh danih tock, A(ya, z4) = (123.00m,95.00m) in B(yp,zp) =
(95.00m, 123.00m). Da bi dolocili polozaj tocke T" smo s tocke A opazovali bazni vektor (Ay, Azx) =
(12.15m,25.95m), s tocke B pa smo opazovali dolzino d = 40.00m, kot to prikazuje slika 1-8. Ce so
opazovanja enake natancnostjo in medseboj neodvisna, dolo¢ite koordinate tocke T'(yr, z7) s pogojno
izravnavo po MNK.

Slika 1-8: Opazovanja v ravninski mrezi za dolocitev polozaja tocke T

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.
Vidimo, imamo opazovani komponenti baznega vektorja in eno dolzino, torej je n = 3. Ker
moramo dolo¢iti koordinate tocke 7', je ng = 2 in zato r = 1. Vektor opazovanj 1 je zato
velikosti 3 x 1 in ima obliko:

Ay 12.15m
l=| Az | = | 25.95m (1-110)
d 40.00 m

Ker so opazovanja enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, so kofaktorji opazovanj enaki:

Gre =1.0 qa,=1.0 gz=1.0 (1-111)

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb je torej » = 1, v katerih lahko nastopajo le izravnana opazovanja
in konstante (koordinate tock A in B). Izhajamo iz funkcijske povezave med geodetskimi
opazovanji in koordinatami tock, kjer za dolzino d velja:

d=/(yr — yp)? + (wp — zp)? (1-112)

za komponenti baznega vektorja pa:

Ay =yr —ya Ar =27 — T4 (1-113)

Iz enacbe 1-113 izrazimo koordinati y7 in xr in ju vnesemo v enac¢bo 1-112 ter dobimo:

d= J(yA + Ay —yp)* + (va + Az — zp)? (1-114)

Enacbo 1-114 uporabimo za sestavo pogojne enacbe. Pomislimo, da bomo morali odvajati po
vseh opazovanjih, zato jo poenostavimo in izrazimo z izravnanimi opazovanji. Dobimo:

F=d—(ya+Aj—yp)’ — (xa+ A2 —25)2 =0 (1-115)
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3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih ena¢b po opazovanjih A je velikosti 1 x 3.
Stevilo vrstic je enako stevilu enacb, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Matrika A je enaka:

A=[2E 25 281 = [ -80.30 4.10 80.00 (1-116)

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 1 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enachah iz 1-115 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

f=|—(d®— (ya+ Oy —yp)* — (za+ Az —2p)?)| = [ 16.225m? | (1-117)

4. Izracunamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matri¢ni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enac¢b/opazovanj Q., ki je velikosti 1 x 1.
Dobimo:

Q. =AQA” = [ 12864.9 | (1-118)
Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

P.=Q'=|7773x 107 | (1-119)

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 1 x 1, ki ima obliko:
k=Pf=]1261x10"] (1-120)

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

Vay —0.1013m
v=QA'k = | va, | = 0.0052 m (1-121)
Vg 0.1009 m

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj 1 iz enac¢be 1-110 in vek-
torja popravkov opazovanj v iz enacbe 1-121:

12.0487m
I=14+v=1|259552m (1-122)
40.1009 m

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Za kontrolo v pogojno enacbo 1-115 vstavimo vrednosti izravnanih opazovanj iz enacbe 1-122
in dobimo:
B = (ya+ AJ—yp)? — (x4 + A% —25)? = =1.03 x 10 m? (1-123)

Vidimo, da je odstopanje na desni strani enacbe majhno, nove iteracije ni potrebno izvesti.
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9. Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izrac¢une, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
Na koncu iz izravnanih opazovanj (enac¢ba 1-122) in danih koordinat tock A in B izra¢unamo
Se koordinate tocke T (kaksen je najenostavnejsi nacin?):

yr | [ 135.0487m )
le ] B l 120.9552m (1-124)
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1.13 Primer 9 - Ravninska geodetska mreza (2)

V ravnini imamo podana polozaja dveh danih tock, A(ya,z4) = (5.00m,10.00m) in B(yg,zp) =
(20.00m, 0.00m). Da bi dolocili polozaj tocke T, smo s tocke A opazovali dolzino a = 16.2m
(0, =0.1m) in kot o = 45° (0, = 30’), s tocke B pa dolzino b = 13.2m (o, = 0.1 m) in kot g = 60°
(05 = 30’), kot to prikazuje slika 1-9. S pogojno izravnavo po MNK izravnaj opazovanja in izracunaj
koordinate tocke T'(yr, x7).

Slika 1-9: Opazovanja v ravninski mrezi za dolocitev polozaja tocke T

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.
Iz podatkov vidimo, da imamo opazovani dve dolzini in dva kota, torej je n = 4. Ker moramo
dolociti koordinate tocke T', je ny = 2 in zato r = 2. Vektor opazovanj 1 je zato velikosti 4 x 1
in ima obliko:

a 16.20m
a 0.785 398 2

1= = 1-12
b 13.20m (1125)
3 1.0471976

Opazovanja so razliéne natanc¢nosti in medseboj nekorelirana. Sestavimo kovarianéno matriko
3, za referencno varianco si izberemo o2 = o2 in dobimo kofaktorje opazovanj enake:

ga = 13131 o =1.00 ¢ =131.31 g5 =1.00 (1-126)

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enach je torej » = 2, v katerih lahko nastopajo le izravnana opazovanja in
konstante (koordinate tock A in B). Da bi sestavili pogojni enacbi, izrisimo sliko opazovanj in
danih koli¢in, kot to prikazuje slika 1-10.

Na sliki 1-10 so z modro oznacena opazovanja (a, «, b, ), s ¢rno dane koli¢ine (tocki A
in B dolocata dolzino D), z rdeco pa neznanke (koordinate tocke 77). Vidimo tudi, da so

vsa opazovanja in dane koli¢ine podane v splosnem trikotniku AABT. Stranico D = AB
izracunamo iz koordinat tock A in B in dobimo:

D =1/(ys — ya)? + (xp — x4)? = 18.0278 m (1-127)

Pogojni enachi sestavimo tako, da bodo v enac¢bah nastopala vsa opazovanja in stranica D.
Uporabimo osnovne izreke trikotnika, primer dveh pogojnih enacb je:

Fi=asin&d—bsinf =0

T = . ) (1-128)
Fy = a* 4+ b* 4+ 2abcos(a@+ ) — D* =0
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Slika 1-10: Prikaz opazovanj in danih koli¢in za nastavitev pogojnih enacb

Pri prvi pogojni enacbi iz enac¢be 1-128 smo uporabili sinusov izrek, ki povezuje dve stranici
in nasproti lezeca kota. Pri drugi pogojni enachi pa smo uporabili kosinusni izrek, ki povezuje
vse tri stranice in en kot, kjer smo si za kot izbrali kot na tocki T', ki je enak 180° — o — f3.
Uporabili smo identiteto: cos(180° — o — [3) = — cos(a + ).

Pri obravnavi geodetskih opazovanj v geodetski mrezi pri pogojni izravnavi po MNK
je kljucnega pomena poznavanje enacb splosnega trikotnika. Pri terestricnih
opazovangih (dolzZine, smeri / koti) geodetsko mrezo resujemo tako, da izravnamo
opazovanja v trikotnikih. V teh primerih so koordinate danih tock pomembne le za
izracune dolZin in kotov med tockami. V primerih, ko opazujemo tudi bazne vektorje
GNSS, pa uporabimo tudi znanje prehoda med geodetskim kartezicnim koordi-
natnim sistemom in geodetskim polarnim koordinatnim sistemom.

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih ena¢b po opazovanjih A je velikosti 2 x 4.
Stevilo vrstic je enako Stevilu ena¢b, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Odvajamo pogojne enache po opazovajih in dobimo:

(1-129)

0Fy 0Fy, 0F, 0
G2 G2 G 97 25.567 —413.107 18.014 —413.107

A rai R oR %%] B [ 0.707  11.455 —0.866  —6.600
Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 2 x 1, za vsako pogojno enac¢bo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enacbah iz 1-128 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

—(asin oo — bsin ) ] _ l —0.024m 1 (1-130)

—(a® + b? + 2abcos(a + B) — D?) —0.988 m?

4. Izra¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matri¢ni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enac¢b/opazovanj Q., ki je velikosti 2 x 2.

Dobimo:
338.920 —1680.308

.= AQAT =
Q Q —1680.308 469 763.935

(1-131)
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Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

3.004 x 1073 1.074 x 1075
P.=Q!'= 1-132
Q l 1.074 x 107° 2.167 x 107° 1 ( )
5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 2 x 1, ki ima obliko:
—8.149 x 107°
k=P.f= 1-13
l —2.395 x 107¢ ] ( 3)
6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:
Vg —0.0156 m
v 0.000056 0
—0QATk=| | = 1-134
v=R " 0.0036 m (17134)
Vg 0.001 5273

V enachi 1-134 sta popravka v, in vg podana v radianih. ZapiSemo jih lahko tudi kot
Ve =011.5" in vz =5"15.0".

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj 1 iz enac¢be 1-125 in vek-
torja popravkov opazovanj v iz enacbe 1-134:

16.1844m
. 0.785 454 2
i—1+v= 1-1
tv 13.2036 m (1-135)

1.0487249

Tudi v enacbi 1-135 sta izravnana kota & in B podana v radianih, ki ju lahko zapisemo kot
& =45°0'11.5" in B =60°5'15.0".

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.
Pri tej nalogi ne bomo delali dodatne iteracije izravnave.

9. Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izrac¢une, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
Kadar izravnavamo geodetska opazovanja v geodetski mrezi, so pri pogojni izravnavi rezultati
izravnana opazovanja (enacba 1-135). Nas pa zanimajo kon¢ne koordinate tock, v nasem
primeru koordinati y7 in x7 tocke T'. Izracunamo jih iz izravnanih opazovanj in danih koordinat
tock A in B, enacbe za izracun pa nastavimo iz enacb prehoda med geodetskim polarnim in
geodetskim kartezi¢nim koordinatnim sistemom.

Za izracun koordinat tocke T' bomo izhajali z dane tocke A (poskusite tudi s tocke B in

primerjajte rezultate), izra¢un pa je dan z:

yr = ya +asin v = y4 + asin(vf — @) (1-136)
T =1x4+Gcosvy =z +acos(vf — &)
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V enacbi 1-136 smerni kot v/% izracunamo iz koordinat in dobimo v% = 123°41'24.2". Koordi-

l yT] _ l20.8699m] (1-137)

nate tocke T so:

Tr 13.1749m
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1.14 Primer 10 - Tocke na paraboli

V ravnini smo izmerili koordinate y Stirim tockam in dobili: T3(1,1.4), T5(2,2.1), T3(3,1.5) in
T4(4,—0.1), koordinate x tock obravnavamo kot konstante. S pogojno izravnavo po MNK izrav-
najte opazovanja in dolocite parametre parabole, ki se optimalno prilega tockam.

Y

<
\
. /
, Tl T3 \\
\
/ \ T4

! ! !
I I I ¢

Xz

Slika 1-11: Tocke v ravnini, ki lezijo na paraboli

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.
Podatki naloge kazejo, da imamo n =4, ng =3, r =1 in:

Y1 1.4
Y2 2.1
1= = 1-138
Yy —0.1
Opazovanja so enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, zato je matrika utezi Q enaka:
1.0 0 0 O
0 1.0 0 0
Q 0O 0 10 O ( )

0O 0 0 10

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = 1, v katerih lahko nastopajo le izravnana opazovanja, ,
in konstante, z;, i = {1,2,3,4}. Ugotoviti moramo, kaksnemu pogoju morajo opazovanja in
konstante zadoscati, da bodo opisovali parabolo. Sestavimo prvo enacbe parabole, ki povezujejo
izravnana opazovanja in konstante:

Fyoop :a:p%+b:p1+c
Fy 9o :axg—l—b:cg—i-c
Fy s :a:p§+b:p3+c
Flygy :a:pi+b:p4+c

(1-140)

V enacbi 1-140 vidimo, da imamo prvi¢ 4 enacbe, v katerih pa nastopajo koeficienti parabole
a, b in ¢, ki v pogojni enacbi ne smejo nastopati. Do resitve bomo prisli tako, da bomo iz enach
1-140 korak po koraku eliminirali posamezne koeficiente. Zac¢nemo tako, da eliminiramo prosti
¢len c¢. Naredimo zaporedne razlike med enacbami:

FQ — Fl : ZjQ — ﬁl :OJ(Ig — l’%) + b(l’g — .Tl)

Iy — Iy g3 — 9y =a(zs — x3) + b(as — x9) (1-141)

Fl — F), : Zj4 — ﬁg :OJ(.TZ — SL’%) + b(SL’4 — .Tg)
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V enacbah 1-141 vse tri dobljene enacbe delimo tako, da bomo imeli na desni ¢len b prost:

o —F g —h

: ICL(.TQ + 1’1) +b
To — I To — X1

Fy—Fy  §3— 10

: = b 1-142
T3 — T T3 — X2 OJ('TB, + x2) + ( )

Fy—Fs 04— 13

: = =a(xy+x3)+ b
Ty — T3 Ty — T3

Sedaj bomo eliminirali parameter b, in sicer spet z zaporednimi razlikami:

F3 — Fy FZ_Fl.@3_ﬁ2_g2_@1

: - =a(x3 — x1)
xr3 — T To —I1 T3 — T2 To — X1 (17143)
Fy— F3 F:,;*leya‘—ys Ys — Y2
- — - =a(xy — x9)
Ty — T3 T3 — I9 Ty — T3 T3 — X9

Obe enacbi 1-143 delimo tako, da bomo osamili parameter a. Dobimo:

I — B B Iy — 1 . Ys — 9o 3 Y2 — .
(r3 — o) (w3 —x1) (w9 —xy) (13 —21) (23— 22) (w3 — 1) (12 — 1) (23 — 71)
Fy— F3 B F3 — Fy . 01— U3 _ U3 — 0o .
(rg —wg)(wy —a9) (g —ao) (14— 19) (x4 —x3) (04 —x2) (23 — 22) (24 — T2)
(1-144)

Koncen korak je samo Se, da enacbi 1-144 izenac¢imo in vse elemente damo na levo stran enacaja.
Dobimo kon¢no obliko pogojne enacbe:

Ys — Us B Us — U2 _ Us — U2 Y2 — b _0
(T4 = ws)(wg — 32) (w3 —@2)(ws —22) (w3 —@2)(w3 —w1) (22 —@1) (23 — 56’(1) )
1-145

F =

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapisemo v matri¢ni obliki Av = f.
Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih ena¢b po opazovanjih A je velikosti 1 x 4.
Stevilo vrstic je enako stevilu enacb, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Parcialni odvodi pa so enaki:

Q_F L 1

Oy (w2 — 1) (23 — 1)

a_F _ 1 . 1 n 1

Ay (w3 — w2)(xs —x2)  (v3 — @2)(w3 — 1) (22— 21)(T3 — 71)

or 1 i ' ! ' (1-146)
Oys  (ra—a3)(wa—a2) (w3 —22) (w4 —22) (23 — @2) (73 — 1)

oF 1

Oys (w4 — x3)(T4 — 72)
Matrika A ima glede na parcialne odvode iz enac¢be 1-146 obliko:

A=t oF OE SEI_[ (050 150 —1.50 0.50 | (1-147)

Oy1  Oy2 Oys Oya

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 1 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojni enachi iz
1-145 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih opazovanj
pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

f=|-0150 | (1-148)
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4. Izracunamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matri¢ni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enacb/opazovanj Q., ki je velikosti 1 x 1.

Dobimo:
Q. =AQA™ =[5.00 ] (1-149)

Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:
P.=Q.'=[020] (1-150)

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 1 x 1, ki ima obliko:
k=P.f=]-003 | (1-151)

6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.
Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

vy 0.0150
—0.0450
—QATk=| | = 1-152
v=Q Vs 0.0450 (1-152)
v —0.0150

7. Izrac¢unamo vektor izravnanih opazovanj 1.
Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj 1 iz enacbe 1-138 in vek-
torja popravkov opazovanj v iz enacbe 1-152:

1.4150

) 2.0550

[ -1
v 1.5450 (1-153)

—0.1150

8. Ce naloga zahteva Se kaksne dodatne izrac¢une, uporabimo izravnana opazovanja in resimo
problem.
Na koncu zelimo zapisali enacbo parabole, ki se optimalno prilega tockam. A kako dobiti
parametre parabole? Izhajali bomo iz vmesnih enacb izpeljave pogojne enacbe, to so enache
1-140 - 1-144. Za izracun parametra a bomo izhajali iz prve enacbe v 1-144, kjer dobimo:
= s — U - v2 — —0.5750 (1-154)
(w3 — @2) (w3 — 1) (22 — 1) (23 — 21)

Ko imamo izracunan parameter a, lahko sedaj izracunamo parameter b. Izhajamo iz prve
enacbe v 1-142 in dobimo:

b= Gz + 1) = 2.3650 (1-155)
To — X1

Na koncu Se iz prve enacbe iz 1-140 izracunamo parameter c:

c =1 —ax; —br; = —0.3750 (1-156)

Zapisimo samo Se iskano enacbo parabole, ki se optimalno prilega tockam:

y = ax® + bz + ¢ = —0.57502% + 2.36502 — 0.3750 (1-157)
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1.15 Primer 11 - Sistem kotov v triangulacijski shemi

V triangulacijski shemi smo izmerili kote, kot to prikazuje slika 1-12, in dobili: x; = 48.88°, x5 =
42.10°, x5 = 44.52°, x4 = 43.80°, x5 = 46.00° in x4 = 44.70°. Ce so opazovanja enake natancnosti
in medseboj nekorelirana, s pogojno izravnavo po MNK izravnaj opazovanja in upostevaj, da je na
tocki B pravi kot.

B C

Ts Te

Ty

Zs3

T2

T

A D

Slika 1-12: Koti v triangulacijski shemi med tockami A, B, C'in D

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko kofaktorjev opazovanj Q. Nasta-
vimo n, ng in 7.
Iz podatkov naloge je razvidno, da imamo n = 6 opazovanj, to so koti v triangulacijski shemi
med Stirimi tockami A, B, C'in D, kot to prikazuje slika 1-12. Vektor opazovanj zato sestavimo

kot: _ ; _ i
T 48.88°
To 42.10°
T3 44 .52°
1= = 1-1
Ty 43.80° (1-158)
Ts 46.00°
| T6 | I 44.70° |

Ker so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, so vsi kofaktorji opazovanj
enake in so:
g =1 i={1,...,6} (1-159)

Zanima pa nas tu tudi, koliko ne ny. Ce pogledamo sliko 1-12, vidimo da imamo dva trikotnika,
in sicer:

o trikotnik AABC, ki je pravokotni trikotnik, zato v njem potrebujemo le en kot (z3 ali xg)
in

o trikotnik AABD, ki je splosni trikotnik, zato v njem potrebujemo dva kota (dva izmed
kotov x1, To + o3 in z4).

Skupno torej velja, da je ng =3 in zato r = 3.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje poda moznost sestave ene enacbe.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = 3, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja. Pogoje,
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katerim morajo zadoscati opazovanja, dolo¢imo iz slike 1-12, dobimo pa jih tako, morajo biti
koti v trikotniku enaki 180° in da je kot pri tocki B enak 90°:

Iy =& + &9 + 23+ £4 — 180° =0
Iy = @4+ 25— 90° = 0 (1-160)
Fy = &g+ 24 + &5+ &6 — 180° = 0

3. Linearizamo pogojne enacbe in jih zapiSemo v matri¢ni obliki Av = f.
Matrika koeficientov / parcialnih odvodov pogojnih ena¢b po opazovanjih A je velikosti 3 x 6.
Stevilo vrstic je enako stevilu ena¢b, medtem ko je Stevilo stolpcev enako Stevilu opazovanj.
Matrika A je enaka:

oF 9k 9l 9k 9kl 9k

o % % % % % o001
A= |9 OB OB OB OB OB _ | 0 0 1 1 0 (1-161)
OF; OFy  OF3 OFy  OF; OFy 001111

oxr1 0x2 ox3 0xy4 oxs Oz

Vektor odstopanj pogojnih enacb f je velikosti 3 x 1, za vsako pogojno enacbo dobimo eno
odstopanje. Vektor dobimo tako, da vse kar se nahaja na levi strani enacaja v pogojnih
enacbah iz 1-160 prenesemo na desno stran. Pri tem se spremeni predznak, namesto izravnanih
opazovanj pa uporabimo merjene vrednosti. Dobimo:

180° — 2y — w9 — 23 — T4 0.70°
f= 90° — x4 — 5 = | 0.20° (1-162)
180° — T3 —Tg — X5 — Tg 0.98°

4. Izra¢unamo matriko kofaktorjev Q. in matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj.
Ko smo nastavili osnovni matri¢ni model (matriko A in vektor f) in stohasti¢ni model po-
gojne izravnave (matriko Q), nas ¢aka samo Se niz matri¢nih racunov do rezultatov izravnave.
Prvo izracunamo matriko kofaktorjev ekvivalentnih enac¢b/opazovanj Q., ki je velikosti 3 x 3.
Dobimo:

Q.=AQAT = (1-163)

(RN

1
2
2

=N N

Matriko utezi P, ekvivalentnih enacb/opazovanj dobimo z inverzom matrike Q. in dobimo:

0.3333  0.0000 —0.1667
P.=Q '=| 00000 1.0000 —0.5000 (1-164)
~0.1667 —0.5000  0.5833

5. Izracunamo Lagrangejeve multiplikatorje, vektor korelat k.
Sledi izracun vektorja korelat k, velikosti 3 x 1, ki ima obliko:

0.070 00
k=P.f =] —0.29000 (1-165)
0.355 00
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6. Izracunamo vektor popravkov opazovanj v.

Na osnovi vektorja k izracunamo popravke opazovanj, vektor v, ki je:

7. Izracunamo vektor izravnanih opazovanj l.

0.1°
0.1°
0.4°
0.1°
0.1°
0.4°

(1-166)

Vektor izravnanih opazovanj dobimo iz vektorja merjenih opazovanj 1 iz enacbe 1-158 in vek-

torja popravkov opazovanj v iz enacbe 1-166:

p—>
Il
+
<
Il
Il

8. Preverimo, ali je potrebno narediti dodatno iteracijo pogojne izravnave.

48.950°
42.170°
44.945°
43.935°
46.065°
45.055°

(1-167)

V triangulacijski shemi so pogojne enacbe linearne, zato dodatne iteracije ni potrebno izvesti.

9. Ce naloga zahteva se kaksne dodatne izracune, uporabimo izravnana opazovanja in resimo

problem.
Naloga ne zahteva nobenega dodatnega izracuna.
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