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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

1 Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

Geodetska opazovanja pridobimo v postopku izmere in jih obravnavamo kot slucajne spremenljivke,
za katere velja, da vsebujejo (vsaj) slucajne pogreske. Ker pogreski v opazovanjh pomenijo tudi
pogreske v izra¢unanih neznankah! poskusamo vpliv pogreskov v opazovanjih na neznanke zmanjsati.
Ena izmed metod je ta, da izmerimo ve¢ opazovanj kot jih nujno potrebujemo za izracun neznank.
Na ta nacin pridobimo nadstevilna opazovanja. Tako imamo:

» 1 - Stevilo opazovanj,

e 1 - minimalno Stevilo opazovanj, ki jih potrebujemo, da izraCunamo neznanke (da resimo
funkcionalni model) in

e 1 =n — ng - Stevilo nadstevilnih opazovanj.

Postopek, ki nam bo podal enoli¢no resitev neznank na osnovi nadstevilnih opazovanj se imenuje
metoda najmanjsih kvadratov. Metodo je prvi predstavil francoski matematik Adrien-Marie Legendre
leta 1805, ko je metodo uporabil pri postopku dolocitve oblike Zemlje iz stevilnih opazovanj (torej za
geodetske namene). Stiri leta kasneje (1809) je Carl Friedrich Gauss metodo uporabil za dolo¢evanje
trajektorij nebesnih teles in trdil (kar se je kasneje izkazalo za pravilno), da je metodo najmanjsih
kvadratov izpeljal Ze leta 1795. Neodvisno od obeh je metodo izpeljal tudi ameriski matematik
Robert Adrain.

1.1 Motiv

Imamo tri dane tocke, A, B in C, ki predstavljajo izhodisce za dolocitev koordinat nove tocke T'.
Izmerili bi tri kote, «, [ in ~, kot prikazuje slika 1-1, postopek doloc¢itve koordinat bi bil torej zunanji
urez. Ce pogledamo sliko 1-1, bi za enoli¢no dolocitev koordinat toc¢ke T lahko uporabili katerikoli
par opazovanj, in sicer:

e tocki A in B ter kota a in 5 (podano imam tudi tocko C),
e tocki A in C ter kota « in v (podano imam tudi tocko B) in

o tocki B in C ter kota ( in vy (podano imam tudi toc¢ko A).

S slike 1-1 bi lahko sklepali, da se vse tri izmerjene smeri proti tocki 7" sekajo v eni sami tocki. To
bi bilo mozno le v primeru, ko bi izmerili popolnoma toc¢ne vrednosti opazovanj, kar pa je prakticno
nemogoce, saj bodo opazovanja vsebovala vsaj slucajne pogreske. Prikaz predstavlja idealno ali
teoreticno situacijo, medtem ko pravo situacijo po terenski izmeri prikazuje slika 1-2.

Ko na terenu izmerimo opazovanja, so vsa pogresena. Posledica prisotnosti pogreskov je ta, da so vsi
trije koti malo “napacni”. Iz slike je razvidno, da merjeni koti niso skladni z geometrijo danih tock
in se smeri proti tocki 7" ne sekajo v isti tocki. Posledica je, da nimamo enoli¢ne resitve za dolocitev
koordinat tocke 7T'.

Imamo tri (n = 3) opazovanja, kjer potrebujemo dve opazovanji za enolicno dolo¢itev koordinat
tocke T' (ng = 2). Stevilo nadstevilnih opazovanj je torej ena (r = n —ng = 1). Iz mnoZice treh

Lolej poglavie Zakon o prenosu pravih pogreskov
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Slika 1-1: Prikaz podanih treh tock (A, B in C') in izmerjenih kotov («, 8 in ) za dolo¢itev koordinat
nove tocke T'

opazovanj lahko sestavimo tri podmnozice parov opazovanj, iz katerih lahko enoli¢no izracunamo
koordinate tocke T'. Na sliki so predstavljene vse te tri kombinacije — tri tocke, in sicer:

» T,p — tocka dolocena na osnovi opazovanj o in 3,
e T,, — tocka dolocena na osnovi opazovanj « in 7,

» Tjs, — tocka dolocena na osnovi opazovanj /3 in 1.

V splosnem na osnovi n opazovanj lahko sestavimo k = (:0) moznih kombinacij po ny opazovanj.
Vidimo, da imamo izmerjena opazovanja «,  in -, ki medseboj niso skladna, zato nam podajo tri
mozne tocke T. Zeleli pa bi imeti taka opazovanja, ozna¢imo jih z @, B in 4, ki bodo skladna. To
bi pomenilo, da bi lahko vzeli katerikoli par opazovanj, to je (&, B) ali (&, 4) ali (B, 4), in bi vedno
dobili iste vrednosti koordinat tocke T.

Metoda najmanjsih kvadratov predstavlja eno izmed metod, kjer iz opazovanj («, 3, ) preidemo
na opazovanja (d, B , ¥), ki bodo zagotovila enoli¢no resitev. Opazovanja &, B in 4 oznac¢imo kot
izravnana opazovanja in jih lo¢imo od merjenih opazovanj s stresico nad oznako opazovanja. Vsako
opazovanje (a, (3, ) bomo popravili za neko malo vrednost, ki ji bomo rekli popravek opazovanja
(Va, Vg, vy), in tako dobili izravnana opazovanja:

&=+ v, B=05+uvs =7+, (1-1)

Cilj je dobiti situacijo, kot jo prikazuje slika 1-3.

Slika 1-3 prikazuje, kako vsa opazovanja pridobijo popravke (kot v enacbi (1-1)), s ¢imer dobimo
izravnana opazovanja, ki se vsa sekajo v isti tocki T' — zagotavljajo nam torej eno in isto tocko T
Postavi pa se vprasanje:



GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

Slika 1-2: Realna situacija doloc¢itve koordinat tocke T na osnovi kotnih opazovanj z danih tock A,

Bin C

Ali je izbira popravkov enolicna? Ali obstaja le ena kombinacija popravkov v,, vg in vs,
ki nam da enolicen polozaj T ?

Odgovor za zgornje vprasanje je: NE. Obstaja neskonéno mnogo trojic popravkov v,, vg in v, ki
nam dajo enoli¢no resitev polozaja tocke T'. Vendar pa obstaja samo ena kombinacija popravkov v,,
vg in v,, ki pa nam da optimalno resitev. Optimalno resitev dobimo tako, da podamo pogoj, ki mu
morajo popravki zadoscati:

® =02 +vj+ v} = min. (1-2)

Pogoj iz enac¢be (1-2) podaja, da moramo poiskati take popravke opazovanih kotov, da bo vsota
njihovih kvadratov najmanjsa mozna — definirali smo osnovni kriterij metode najmanjsih kvadratov.
Izpolnjenemu pogoju metode najmanjsih kvadratov zadoS¢a samo ena trojica popravkov v,, vg in
sy

1.2 Karakteristicna funkcija MNK

Preden pokazemo postopek MNK, je potrebno tocno opisati karakteristicno funkcijo MNK @ iz
enacbe (1-2). Tam smo funkcijo ® enostavno nastavili kot vsoto kvadratov popravkov opazovanj,
nismo pa upostevali moznih razli¢nih natancénosti opazovanj in mozih korelacij med opazovanji. Zato
prvo definirajmo, kaj bomo uporabili:

T
e 1= [ Iy Iy I3 - 1, } - vektor opazovanj, katerih vrednosti poznamo, saj jih pridobimo v
postopku izmere, za vektor 1 imamo podan tudi stohasti¢ni model (poznamo matriko utezi P),

T
o V= [ V1 Uy V3 - Uy } - vektor popravkov opazovanj, katerih vrednosti NE poznamo in
jih racunamo v postopku MNK in
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Slika 1-3: Prikaz metode najmanjsih kvadratov pri dolo¢itvi koordinat tocke T’

“ A s A 9T
e l=110 I I3 - I, } - vektor izravnanih opazovanj, katerih vrednosti NE poznamo in jih
tudi racunamo v postopku MNK.

Za vse tri vektorje velja povezava l=1+v. V splosnem funkcijo ® nastavimo kot:
® = v'Pv = min. (1-3)

V enacbi (1-3) predpostavimo vse mozne situacije, kot to, da so opazovanja razlicne natancénosti,
medseboj pa so lahko tudi korelirana. V tem primeru je matrika utezi P polna matrika. Enacba
(1-3) se poenostavi, ko opazovanja niso korelirana, a so lahko Se vedno razli¢nih natan¢nosti, dobimo:

D = p1v} + pov3 + p3vs + ...+ pyUs = Y piv; = min. (1-4)
i=1
V enacbi (1-4) so p; (i = 1,2,...,n) utezi opazovanj. Ko pa imamo opazovanja, ki so enake na-
tancnosti in medseboj nekorelirana, pa se enac¢ba (1-4) (in seveda enacba (1-3)) Se bolj poenostavi,
dobimo:

®=0v]+vs4+0vi+...+0v2 =) v} = min (1-5)
i=1

Enacba (1-5) ima vse utezi enake 1 in je enaka enacbi (1-2), ki smo jo uporabili na koncu poglavja
1.1.

1.2.1 Prikaz karakteristicne funkcije na preprostem primeru

Pokazimo vse tri enacbe, (1-3), (1-4) in (1-5), na preprostem primeru. Recimo, da smo dolzino
D izmerili trikrat in dobili opazovanja d;, ds in d3. Predpostavimo, da so opazovanja razlicne
natancnosti in medseboj vsa korelirana. Nastavimo:
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» vektor opazovanj 1 = [ di dy d3 }T,

P1 P12 P13
L] matriko uteii P = P12 P2 P23 in
P13 P23 D3
. . T
« mnastavimo vektor popravkov opazovanj v = [ V1 Vg U3 } .

Sestavimo funkcijo ® iz enacbe (1-3), ki se zapise kot:

Pr P12 P13 G
¢ =viPv = [ V1 U2 U3 } P12 D2 P23 vy | = min. (1*6)

P13 P23 P3 U3

Rezultat karakteristicne funkcije ® iz enacbe (1-6) je skalar, saj je matri¢na enacba v obliki kvadratne
forme. Ce matrike v enachi (1-6) pomnozimo, dobimo (prepricajte se sami):

d = plvf +pgv§ +p3v§ + = min. (1-7)

Enacba (1-7) je sestavljena iz dveh delov. Prvi, modri del, prikazuje vsoto utezenih kvadratov po-
pravkov in se nanasa na razlicne natanc¢nosti opazovanj. , pa se nanasa na korelacije
med opazovanji.

V primeru, ko korelacij med opazovanji ni, potem so vsi korelacijski koeficienti enaki ni¢ (p;; = 0),
zato postane matrika utezi P diagonalna matrika. Funkcija ® iz enacbe (1-6) se, skladno tudi z
enacbo (1-7), zato zapise kot:

d=vIPv=| v vy vs } 0 po O vy | = prvd + pov +pgv§ = min. (1-8)

Vidimo, da smo dobili ravno funkcijo iz enacbe (1-4). Ce predpostavimo $e, da so opazovanja enake
natancnosti, potem je matrika utezi P enotska matrika. Funkcija ® iz enacbe (1-6) se, skladno z
enacbama (1-7) in (1-8), zato zapiSe kot:

1 00 U1
d=v'Pv= {vl Vo Ug} 010 vy | = v} + ) + v5 = min. (1-9)
0 01 V3

Dobili smo torej to¢no enacbo (1-5).

1.3 Metodi izracuna po MNK

Spoznali bomo dva razli¢na postopka, dve metodi, ki izravnata opazovanja po MNK] to sta:
o direktna metoda in
e posredna metoda.

Za obe metodi velja, da je potrebno na zacetku nastaviti n, ng in r ter vektor opazovanj 1 s pripadajoco
matriko utezi P.
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1.3.1 Direktna metoda po MNK

Direktna metoda je tako poimenovana zato, ker iz merjenih opazovanj 1 neposredno (direktno) izra-

¢unamo popravke opazovanj v in iz njih izravnane vrednosti opazovanj 1=1+v. Postopek je podan

v sledecih korakih.

9.

10.

. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izracunamo utezi opazo-

vanj). Nastavimo n, ng in r.

Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji. Pravila za sestavo pogojnih enacb:

» Pogojne enacbe vsebujejo samo: izravnana opazovanja in konstante (dane koordinate,
dane visine, 180°, 7...).

» Vsaka pogojna enacba ima lahko poljubno Stevilo opazovanj in konstant (seveda v odvi-
snosti od funkcionalnega modela).

o V vseh pogojnih enacbah morajo nastopati vsa opazovanja.
Pridobimo r pogojnih enacb, v katerih nastopa n izravnanih opazovanj. Imamo torej sistem r

(linearnih) enacb, kjer nastopa ve¢ (n) neznanih koli¢in (izravnana opazovanja) kot je enacbh
(r). Ali lahko resimo tak sistem? Ja, a ne dobimo enoli¢ne (ene same) resitve.

.V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo l; = l; + v; (i =

1,2,...,n). Se vedno imamo r enacb, v katerih nastopa n neznanih koli¢in, tokrat popravki
v;. Se vedno ne moremo enoli¢no resiti sistema enach.

. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ng popravkov. Enacbe zapisemo tako, da na

levi strani enacbe (glede na enacaj) nastopajo samo izpostavljeni popravki (za vsako enacbo
eden), na desni strani enacbe (enacaja) pa ostali popravki. Pozor, na desni strani naj se ne
pojavi noben popravek iz leve strani in obratno. Se vedno imamo 7 enach, v katerih nastopa n
neznanih koli¢in, to so popravki v;, in Se vedno ne moremo enoli¢no resiti sistema enacb.

. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®. Izhajamo iz enacb (1-3) ali (1-4) ali (1-5), v odvisnosti

od oblike matrike utezi P.

.V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.

Uporabimo enacbe iz alineje 4, kjer smo izpostavili vse popravke.

[S¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije @, in sicer: (parcialno) odvajamo karakte-
risticno funkcijo ® po vseh ny popravkih, ki Se nastopajo v funkciji ¢. Dobimo niz ny enacb v
katerih nastopa ng popravkov.

. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.

Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r popravkov. Uporabimo enacbe iz alineje 4.

A

Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.

2V nekaterih primerih bomo dolo¢ena opazovanja izvzeli iz pogojnih enacb, kar bomo naknadno pojasnili pri takih

posebnih primerih.
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11. Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izrac¢un kon¢nih rezultatov (neznank)
naloge.

1.3.2 Posredna metoda po MNK

Pri posredni metodi v model uvedemo neznanke, ki se bodo izracunale najprej. Na osnovi izracunanih
neznank nato izracunamo popravke opazovanj in izravnana opazovanja. Ime metode izhaja torej iz
dejstva, da prvo resimo neznanke, potem pa posredno, preko neznank, Se popravke opazovanj in
izravnana opazovanja. Postopek je podan spodaj.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.

2. Uvedemo u = ng neznank v funkcionalni model. Obicajno so neznanke tiste koli¢ine, ki jih
moramo izrac¢unati (npr. koordinate, visine tock, elementi trikotnika, koeficienti premice, para-
bole,...). Pomembno je, da izbira, kaj nastavimo za neznanke, ne vpliva na konc¢ne rezultate.

3. Sestavimo n enacb popravkov - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbho. Pravila za sestavo
enacb popravkov:

« Enacbe popravkov vsebujejo samo: izravnana opazovanja, neznanke in konstante

o Vsaka enacha popravkov ima lahko samo eno opazovanje, poljubno stevilo neznank in
konstant (seveda v odvisnosti od funkcionalnega modela).

» Opazovanje, ki nastopa v enacbi popravkov je vedno na prvem mestu enacbe. Enacha
popravkov je vedno oblike [, — fi(neznanke, konstante) = 0

o V vseh enacbah popravkov morajo nastopati vse neznanke?.

S sestavo enacb popravkov smo dobili n enacb, v katerih nastopa n 4+ u neznanih koli¢in, n
izravnanih opazovanj in u neznank. Imamo torej sistem n (linearnih) enacb, kjer nastopa vec¢
(n+ u) neznanih koli¢in (izravnana opazovanja in neznanke) kot je enacb (n). Ali lahko resimo
tak sistem? Ja, a ne dobimo enoli¢ne (ene same) resitve.

4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo l; = I; +v; (i =
1,2,...,n). Se vedno imamo n enacb, v katerih nastopa n+wu neznanih koli¢in, tokrat popravki
v; in neznanke. Se vedno ne moremo enoli¢no resiti sistema enacb.

5. V vsaki enachi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enacbi nastopajo. Vsako
enacbo zapisemo tako, da na levo stran enacbe damo popravek, da desno stran enacbe pa
vse ostalo. Se vedno imamo n enacb, v katerih nastopa n + u neznanih koli¢in, popravki in
neznanke. Se vedno ne moremo enoli¢no resiti sistema enacb.

6. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®. Izhajamo iz enacb (1-3) ali (1-4) ali (1-5) v odvisnosti
od oblike matrike utezi P.

7. V karakteristi¢ni funkciji & popravke nadomestimo z neznankami. Uporabimo enacbe iz alineje
5, ko smo popravke izpostavili v odvisnosti od neznank.

3Ker smo za vsako opazovanje sestavili eno ena¢bo popravkov, smo pogoj, da morajo biti v vseh ena¢bah popravkov
vsa opazovanja, ze izpolnili.
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8. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®, in sicer: (parcialno) odvajamo karak-
teristicno funkcijo ® po vseh u neznankah, ki nastopajo v funkciji ®. Dobimo niz u enacb v
katerih nastopa u neznank.

9. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank.
10. Neznanke uporabimo za izra¢un popravkov, na osnovi enacb iz alineje 5.

11. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj l.
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1.4 Primer 1 — Kot merjen 3-krat

S stojiscne tocke T smo izmerili kot med tockama T} in T3, kot prikazuje slika 1-4. Kot smo izmerili
trikrat in dobili naslednje rezultate:

oy = 31°12 ap = 31°14/ ag = 31°15
Opazovanja so bila izvedena z enakim instrumentom, so enake natanc¢nosti in med seboj nekorelirana!
Koliksna znasa po metodi najmanjsih kvadratov ocenjena vrednost kota A?

T

T
Ts 2

Slika 1-4: Izmerjen kot A trikrat, opazovanja so aq, as in as

1.4.1 Direktna metoda

Resitev po direktni metodi bomo prikazali po tockah iz poglavja 1.3.1.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.
Iz naloge je razvidno, da imamo tri opazovanja, torej n = 3. Vektor opazovanji 1 je oblike:

a 31°12/
1= | ap | = | 31°14/ (1-10)
as 31°15'

Ker so opazovanja enake natancnosti in medseboj neodvisna, je matrika utezi P enotska ma-
trika, velikosti 3 x 3. Utezi vseh opazovanj so enake 1 (glej poglavje Utezi geodetskih opazovany):

0
P = 0 — pr=pa=p3=1 (1-11)
1

o O =
S = O

Ce zZelimo dolo¢iti vrednost kota, bi nam zadosc¢alo samo eno opazovanje, torej ng = 1, s tem
imamo stevilo nadstevilnih opazovanj r =n — ng = 2.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Sestaviti moramo torej r = 2 pogojni enacbi, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja
(in morebitne konstante). Enacbe se imenujejo “pogojne” zato, ker z njimi opisemo, katerim
matemati¢nim/fizikalnim pogojem morajo izravnana opazovanja zados¢ati. Pri nasem primeru,
ko imamo kot A merjen 3-krat, bi morala biti vsa opazovanja enaka. Iz podatkov je razvidno,
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da to ne velja, saj imajo opazovanja slu¢ajne pogreske. Veljati pa mora enakost za izravnana
opazovanja, nas pogoj je enak:
dl == (362 == dg(z A) (1*12)

Pogoj iz enac¢be (1-12) uporabimo za sestavo r = 2 pogojnih enacb, ki se glasita:

fr=de=a (1-13)
F2 = d3 = dl
Enacbi (1-13) sta samo dve izmed treh moznih enacb, ki jih lahko sestavimo. Tretja enacba je
d3 = ds, a jo lahko dobimo tako, da od druge enacbe iz (1-13) odstejemo prvo, kar pomeni,
da je tretja enacba linearna kombinacija prvih dveh. To pomeni, da enacbi (1-13) ze vsebujeta
vse informacije, ki jih metoda potrebuje. Vidimo tudi, da v dveh enacbah (1-13) nastopajo tri
neznane koli¢ine (izravnana opazovanja). Enacbi torej enoli¢no nista resljivi.

A A

3. V pogojnih enac¢bah vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo l; = l; + v; (i =

V enachi iz (1-13) vstavimo @; = «o; + v;, (i = 1,2, 3) in dobimo:

FlEOég—i-’UQ:Oél—'—Ul (1714)

Fy =a3+vz =01+

Tudi preoblikovani enacbi v (1-14) vsebujeta tri neznane koli¢ine, tokrat vse popravke opazo-
vanj.

4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ny popravkov.
Izpostaviti moramo r = 2 (ker imamo toliko enacb) popravka v odvisnosti od ostalega ng = 1
popravka. Glede na enacbi (1-14) bomo izpostavili popravka v, in v3 v odvisnosti od popravka

v1. Dobimo:
Fl = Vg =V + Q1 — Qs

(1-15)
Fy=v3=v1 + a1 — a3
Ce v enachbi (1-15) vstavimo vrednosti opazovanj, dobimo:
Fil=vy=v—2
1 2 1 , (1-16)
F2 = V3 = V1 — 3
5. Nastavimo karakteristicno funkcijo .
Karakteristicna funkcija ¢ ima obliko:
® = v'Pv = 0] +v; + v3 = min. (1-17)

saj imamo opazovanja enake natancnosti, ki so medseboj tudi nekorelirana.

6. V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ny ostalimi popravki.
Ce uporabimo enacbi (1-15) in (1-16) in jih upostevamo pri karakteristi¢ni funkciji iz enache

(1-17) dobimo:

D=0+ (v +a;—w)+ (1 4+a —a3)’ =02+ (11 —2) + (v — 3)° = min.  (1-18)

Vidimo, da v karakteristicni funkciji ® nastopa le Se popravek vy, iSCemo torej najmanjso
vrednost funkcije ®(vy).

10
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7. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .
Najmanjso vrednost funkcije ®(v;) iz enac¢be (1-18) bomo dobili tako, da bomo poiskali odvod
®’(vy) in ga izenadili z 0.

Ao
' (vy) = T =201+ 201 — 2 +2(v; —3) =0 (1-19)
1

8. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.
Ker imamo ny = 1, pomeni, da smo z odvajanjem v enacbi (1-19) dobili eno enacbo z eno
neznanko (v;). Ce enacbo (1-19) preuredimo in resimo, dobimo:
Qo + Qi3 — 2041 5 /
1 3 3 (1-20)
9. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r popravkov.
Uporabimo enac¢bi (1-15) oziroma (1-16) in dobimo Se ostala dva popravka:

Vo = V1 — 2/ = —03/

. . (1-21)
1)3:1)1—3 =-13
10. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo:
a1 = Gy = a3 = 32°13.7 (1-22)

11. Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izracun koncnih rezultatov (neznank)
naloge.
Neznanka, ki jo iS¢emo je izravnana vrednost A, ki je:

A=d =y = a3 = 32°13.7 (1-23)

Na koncu vidimo, da smo za vsa izravnana opazovanja pridobili enako vrednost, temu pogoju morajo
izravnana opazovanja tudi zadoscati (glej enacbo (1-12)). Zanima pa nas, kaksne oblike je sploh
resitev, kaksne oblike so izravnana opazovanja in izravnana vrednost kota A. Vemo, da velja A =
&1 = a; + v1. Ce uporabimo za popravek v; enacbo (1-20), potem dobimo:

ay+ a3 —201  ap+ oyt ag

3 N 3

A:@1:a1+v1:a1+ (]_*24)

Enacba (1-24) prikazuje zelo pomembno lastnost MNK, in sicer, ¢e so opazovanja enake natancno-

sti in medseboj nekorelirana, potem je reSitev pri metodi najmanjsih kvadratov vedno aritmeti¢na
sredina.

1.4.2 Posredna metoda

Resitev po posredni metodi bomo prikazali po tockah iz poglavja 1.3.2.

11
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1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.
Ta korak je identicen kot 1. korak direktne metode, zato bomo samo zapisali: n = 3, ng = 1
in r = n —ny = 2. Vektor opazovanj 1 in matrika utezi P sta (glej enacbi (1-10) in (1-11)):

a 31°12/ 100
1= | a, | = | 31°14/ P=|010| 2> p=p=p=1 (1-25)
s 31°15/ 00 1

2. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.
Pri nalogi smo izmerili tri vrednosti neznanega kota A, zato je smiselno nastaviti neznanko
ravno kot A.

3. Sestavimo n enacb popravkov - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Sestavimo torej n = 3 enacbe popravkov, kjer vsako opazovanje povezemo z nezanko. Enacbe
popravkov so oblike:

F]E@lZA
y=a3=A

V treh ena¢bah (1-26) nastopa ena neznanka in tri izravnana opazovanja, torej 4 neznane
kolic¢ine. Tri enacbe in 4 neznanke pomeni, da sistema enacb ne moremo resiti enoli¢no.

4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo [; = l; + v; (i =
1,2,...,n).
Naredimo zamenjavo &; = o; + v; (i = 1,2,...,n) in dobimo:

FlE’Ul—i—Oél:A
FQ = VU2 + Qg =A (1*27)
E;E’U3+O[3:A

Tudi sedaj ne moremo enoli¢no resiti enacbe (1-27), saj imamo se vedno neznanko in tri po-
pravke opazovanj.

5. V vsaki enacbi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enachi nastopajo.
Izpostavimo popravke opazovanj v odvisnosti od neznank. Vse kar nastopa na levi strani, razen
popravkov, prenesemo na desno stran:

Flzvle—al
Y =09 =A— (1-28)
Iy =v3=A— a3

6. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristicna funkcija ® ima enako obliko kot pri direktni metodi, in sicer:

® = vI'Pv = v} +v3 + v} = min. (1-29)

12
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10.

11.

V karakteristicni funkciji ® popravke nadomestimo z neznankami.
V karakteristi¢no funkcijo vnesemo enacbe (1-28), vsak popravek nadomestimo z neznankami:

d=(A—0a1)?+(A—ay)?+ (A—a3)* = min. (1-30)

Vidimo, da je tudi tu funkcija ® odvisna le od enega parametra, to je neznanka A.

. Istemo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.

Najmanjso vrednost funkcije ®(A) iz enacbe (1-30) bomo dobili tako, da bomo poiskali odvod
®’(A) in ga izenacili z 0.

dd

V(4) = =

20A—a1) +2(A—ag) +2(A—a3) =0 (1-31)

. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank in dobimo njihove vrednosti.

Imamo samo eno enacbo, v kateri nastopa ena neznanka, to je enacba (1-31). Resimo enacbo
in pois¢emo vrednost neznanke:

o1+ Qg + (g
3

A= = 32°13.7' (1-32)

Iz enacbe je razvidno, da je ocenjena vrednost neznanke kar aritmetic¢na sredina. Dobili smo

torej povsem enak rezultat kot pri direktni metodi.

Neznanke uporabimo za izracun popravkov, na osnovi enach iz alineje 5.
Uporabimo enacbe iz alineje 5 in izracunamo popravke:

(%1 :A—Oél = 17/
Vo = A— Qg = —03/ (1*33)
V3 = A— g = —]_3/

A

Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo:

a1 = Gy = Gy = 32°13.7' (1-34)

13
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1.5

Primer 2 - Diagonala kvadrata merjena dvakrat

V kvadratu smo izmerili diagonalo dvakrat, kot prikazuje slika 1-5, in dobili D; = 5.2m ter Dy =

5.1m.

Slika 1-5: Skica kvadrata in opazovanih diagonal v kvadratu

7 direktno in posredno metodo MNK izravnaj opazovanja in izracunaj velikost kvadrata, ce:

1.

2.

1.5.1

sta opazovanji razlicnih natan¢nosti, o; = 0.1 m in o5 = 0.2m, in medseboj nekorelirani ter

sta opazovanji razlicnih natanc¢nosti, oy = 0.1 m in oo = 0.2 m, in medseboj korelirani, p1o = 0.5.

Direktna metoda

Glede na podatke naloge moramo narediti dva izracuna, prvic, ko sta opazovanji razlicne natancnosti

a nekorelirani (alineja 1), drugi¢ pa, ko sta opazovanji dodatno Se korelirani (alineja 2).

Opazovanji sta razlicne natanc¢nosti in nekorelirani

Koraki direktne metode po MNK so slededi.

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.
Iz naloge je razvidno, da imamo dve opazovanja, torej n = 2. Vektor opazovanji 1 je oblike:

D1 5.2m
12[1%]::[51m] (1-35)

Opazovanja so razlicne natancnosti, a medseboj nekorelirana. Kovarian¢na matrika je velikosti

o2 0 0.01 m? 0
Y= ! = 1—
[ 0 o3 ] [ 0 0.04 m? ] (1-36)

Izberemo si referencno varianco a-priori o, in sicer tako, da bomo imeli v matriki utezi P

2 X 2 in ima obliko: :

najmanjsa mozna cela stevila. Izberemo si torej:
oy = 0.04m? (1-37)

Prvo izracunamo matriko kofaktorjev Q kot:

)

1 (1-38)

O A=

1
Q- 2-|

14
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V drugem koraku pa se matriko utezi P:

4 0

— 0! -
P=Q _lo 1

] - p=4p=1 (1-39)

Ce zelimo dobiti velikost kvadrata, potem velja ny = 1, torej je Stevilo nadstevilnih opazovanj
r=n—ng=1.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = 1, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja (in morebitne
konstante). Pogoj, ki velja za nasi dve opazovanji, je seveda:

D, = D, (1-40)
Pogoj iz enac¢be (1-40) uporabimo za sestavo pogojne enacbe, ki je:
[y =Dy = D, (1-41)
V enacbi (1-41) nastopada dve izravnani opazovanji, zato sistem ni enoli¢no resljiv.

3. V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja ZAY-, nadomestimo z zvezo ZAY-, =L+uvy (i =
1,2,...,n).
V enaébo iz (1-41) vstavimo D; = D; + vy, (i = 1,2) in dobimo:
FlED1+U1:D2+U2 (1*42)

Tudi preoblikovani enacbi v (1-42) vsebujeta dve neznane koli¢ine, tokrat oba popravka opa-
zovanj.

4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ny popravkov.
Izpostaviti moramo 7 = 1 (ker imamo toliko enacb) popravek v odvisnosti od ostalega ng = 1
popravka. Glede na enac¢bo (1-42) bomo izpostavili popravek v, v odvisnosti od popravka v.
Dobimo:
Fy=wvg=v1+ D1 — Dy (1-43)

Ce v enachi (1-43) vstavimo vrednosti opazovanih diagonal, dobimo:
Iy =vy=v;+0.1m (1-44)
5. Nastavimo karakteristicno funkcijo .
Karakteristicna funkcija ® ima obliko:
® = vIPv = piv? + pyvs = min. (1-45)
saj imamo opazovanja razlicne natancnosti, ki pa so medseboj nekorelirana.

6. V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.
Ce uporabimo enacbi (1-43) in (1-44) ter upostevamo utezi opazovanj iz enacbe (1-39), potem
za funkcijo ® iz enacbe (1-45) dobimo:

® = pvi +py(vy + Dy — D2)2 =4vf +1(v; +0.1 m)2 = min. (1-46)

Vidimo, da v karakteristicni funkciji ® nastopa le Se popravek vy, iSCemo torej najmanjso
vrednost funkcije ®(vy).

15
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7. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .
Najmanjso vrednost funkcije ®(v;) iz enac¢be (1-46) bomo dobili tako, da bomo poiskali odvod
®’(vy) in ga izenadili z 0.
, dd
@(vl):d—:4~2~v1+1~2-(1}1+0.1m)20 (1-47)
U1
8. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ng popravkov in dobimo njihove vrednosti.
Ker imamo ny = 1, pomeni, da smo z odvajanjem v enacbi (1-47) dobili eno enacbo z eno
neznanko (v;). Ce enacbo (1-47) preuredimo in resimo, dobimo:

D2 - D1 —0.1m
= = = —0.02 1-48
YT T 5 o (1-48)

9. ReSene popravke uporabimo za izracun ostalih r» popravkov.
Uporabimo ena¢bo (1-43) oziroma (1-44) in dobimo se popravek druge diagonale:

vy =v; +0.1m = 0.08m (1-49)

10. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo:

D, =D,=518m (1-50)

11. Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izrac¢un kon¢nih rezultatov (neznank)
naloge.
Velikost kvadrata najlazje podamo tako, da podamo njegovo stranico a. Velja:

A

D2 566 (1-51)
= — =3.66m —
V2

SIS

Geometri¢na interpretacija in ponazoritev:

o V kaksnem razmerju sta popravka opazovanj (njuni absolutni vrednosti)? V kak$nem razmerju
pa sta utezi opazovanj? Ali je kaksna povezava?
Dobili smo popravka velikosti: vy = —0.02m in vy = 0.08m, kjer velja: |vi| : |vo| =1 :4 =
1/p1 : 1/py V takem razmeriju, kot so utezi opazovanj, so potem tudi popravki opazovanj, ampak,
vecja utez — mangjsi popravek.

Opazovanji sta razlicne natancnosti in korelirani

Korake bomo prikazali na enak nacin kot v primeru nekoreliranih opazovanj, le da bo manj opisov,
ki so podani ze zgoraj.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.
Ne spremenijo se koli¢ine: n =2, ng = 1 in r = n —nyg = 1. Vektor opazovanj | in pripadajoca
kovarian¢na matrika ¥ pa imata obliko (upostevajte korelacijo!):

- Dy | |52m > _ a% P120109 0.0lm? 0.01m?
| Dy | | 51m N 120109 a% 1 0.0lm? 0.04m?

(1-52)
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Izberemo si referencno varianco a-priori o, in sicer tako, da bomo imeli v matriki utezi P
najmanjsa mozna cela stevila. Izberemo si torej:

os = 0.03m? (1-53)

Prvo izracunamo matriko kofaktorjev Q kot:

L 5 3
Q==X=|1 i (1-54)
90 3 3
V drugem koraku pa se matriko utezi P:
P = Q = 1 1 — P11 = 4 P2 = 1 P12 = —1 (1*55)

Ker sta opazovanji korelirani, je kovarian¢na matrika 3 polna (enacba (1-52)), polna je matrika
kofaktorjev Q (enacba (1-54)) in tudi matrika utezi P (enacba (1-55)).

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Pogojni enachi sta enaki kot zgoraj (enacba (1-41)):

Fl = D1 = D2 (1*56)

A A

3. V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo l; = [; + v; (i =

Tudi tu dobimo isto kot zgoraj (enacha (1-42))

FlED1+U1:D2+U2 (1*57)

4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ny popravkov.
Izpostavimo na enak nacin kot zgoraj (enacba (1-43)), tudi v numeri¢ni obliki (enacba (1-44)):

FlEU2:U1+D1—D2 FlEU2:U1+O.1m <1*58)

5. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Ker sta opazovanji korelirani, je funkcija ® oblike:

® = vIPv = p1v? + pov2 + 2p1o0 0, = min. (1-59)

Vidimo, da je funkcija ® v enacbi (1-59) sestavljena iz dveh delov, razli¢nih natanc¢nosti in

vpliva korelacije.

6. V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.
Ce uporabimo enacbi (1-43) in (1-44), upoStevamo uteZi opazovanj in korelacijo iz enacbe
(1-55), potem za funkcijo ® iz enacbe (1-59) dobimo:

® =402 + 1 (v1 4+ 0.1m)* + 2(—1)v; (v; + 0.1 m) = min. (1-60)

Tudi tu je karakteristi¢na funkcija ® odvisna le od popravka vy, le da je za razliko od enacbe
(1-46) malo daljsa. Is¢emo pa najmanjso vrednost funkcije ®(vy).
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

7. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .

10.

11.

Najmanjso vrednost funkcije ®(v;) iz enac¢be (1-46) bomo dobili tako, da bomo poiskali odvod
®’(vy) in ga izenadili z 0.
dd

Pv) = 5= =420+ 12+ (01 +0.1m) +2(=1)(20; + 0.1 m) =0 (1-61)
1

. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.

Resimo enacbo (1-61) in izra¢unamo popravek v;:

dv14+v14+01m—2v; —01lm=0 — ov;=00m <1*62)

. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih » popravkov.

Uporabimo ena¢bo (1-43) oziroma (1-44) in dobimo se popravek druge diagonale:

vo=v;1+01m=00m+0.1m=0.1m (1-63)
Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo:

Dy =Dy =520m (1-64)

Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izracun koncnih rezultatov (neznank)
naloge.
Velikost kvadrata najlazje podamo tako, da podamo njegovo stranico a. Velja:

A

D,
= —= =3.677 1-65
75 =367Tm (1-65)

Sl

Geometri¢na interpretacija in ponazoritev:

o Ali je izravnana vrednost dolzine se vedno med obema merjenima vrednostima, kot bi po logiki

pricakovali? Ali bi lahko dobili izravnano vrednost izven obmocja obeh dolzin?
Kadar so opazovanja korelirana, lahko dobimo numericno vrednosti izravnane kolicine izven
obmocja merjenih kolicin.

1.5.2 Posredna metoda

Opazovanji sta razlicne natanc¢nosti in nekorelirani

Koraki posredne metode po MNK so sledeci.

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj | in matriko utezi P (izracunamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.

Tu postopamo povsem enako, kot v primeru direktne metode, glej alinejo 1, na koncu pa dobimo
n=2ny=1r=1Iin:

Dy 5.2m 4 0
A R L B S e T (1-66)
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

2. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.
Za neznanko lahko nastavimo stranico a ali pa diagonalo D. Tu bomo izbrali stranico a, doma
pa sami poskusite z diagonalo D.

3. Sestavimo n enacb popravko - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Sestavimo n = 2 enacbi popravkov, kjer vsako opazovanje povezemo z neznanko. Dobimo:

Fl = ﬁl = \/ia
. (1-67)
Fz = D2 = \/ia
4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja l:—, nadomestimo z zvezo ZAY-, =L+uv (1=
1,2,...,n)
Fi=Di+v = V2a
(1-68)
[y =Dy + vy = V2a
5. V vsaki enacbi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enachi nastopajo.
F=v = V2a— D,
(1-69)
Iy =wvy = V2a — Do
6. Nastavimo karakteristicno funkcijo .
Karakteristicna funkcija je enaka kot pri direktni metodi (glej enacbo (1-45)):
® = v'Pv = p,v] + pyvs = min. (1-70)

7. V karakteristicni funkciji ® popravke nadomestimo z neznankami. Uporabimo funkcijo ¢ in
enacbi (1-69):
®=4(v2a— Dy)*+1(vV2a— Dy)* = min. (1-71)

8. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.
Pois¢emo odvod enacbe (1-71) in ga izenacimo z 0:

' (a) = - =

4-2(v2a—Dy)-V2+1-2(v2a—Dy)-vV2=0 (1-72)

(Ne pozabite odvajati tudi znotraj oklepaja, od tod v/2 na koncu obeh izrazov.)

9. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank.

L p1D1 +p2D2>
V2 piL+Dpe

1 4D, + 1D, 1 518 3 66
RN — m = o. m\| =
V2 o4+1 V2

Tu smo dobili pomemben rezultat, in sicer, ¢e so opazovanja razlicne natancnosti in medseboj

a =

(1-73)

nekorelirana, potem je resitev pri metodi najmanjsih kvadratov vedno utezena sredina. Utezena
sredina je prikazana na desni, v oklepajih, drugi ulomek. Prvi ulomek (1/+/2) predstavlja faktor
pretvorbe iz diagonale D v stranico a. Ce bi za neznanko namesto stranice a izbrali diagonalo
D, tega faktorja ne bi bilo.
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

10.

11.

Neznanke uporabimo za izra¢un popravkov, na osnovi enacb iz enac¢b (1-69).

Fl = U1 :\/ia—Dlz—OOZm

1-74
Iy =wvy=v2a— Dy =0.08m (1)

Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Dy =Dy, =518m (1-75)

Opazovanji sta razlicne natanc¢nosti in korelirani

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izracunamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.

Tu postopamo povsem enako, kot v primeru direktne metode, na koncu pa dobimo n = 2,
ng=1r=1in:

D, 5.2m 4 -1
] = — P= — =4 pp=1 =-1 1-
l D, ] l 5.1m ] l -1 1 ] b b2 pr2 (1-76)

. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.

Tudi tu bo neznanka stranica a.

Sestavimo n enach popravko - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Nastavimo enaki enacbi kot pri nekoreliranih opazovanjih (enac¢ba (1-67)). Dobimo:

F, = lA)l =v2a
. (1-77)
Fy = Dy = V2a
.V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja ZAZ nadomestimo z zvezo lAl =lLi+uv (i =
1,2,...,n)
Glej enacbo (1-68):
Fl = Dl +v = \/éa
(1-78)
FQ — D2 + Vg = \/§a
. V vsaki enacbi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enacbi nastopajo.
Glej enacbo (1-69):
Fy=v,=v2a—-D
1 1 1 (1-79)

Fy=wvy =vV2a— Dy

. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.

Karakteristicna funkcija je enaka kot pri direktni metodi (glej enacbo (1-59)) in koreliranih
opazovanjih:
® = vIPv = p1v? + pov2 + 2p1o0 0, = min. (1-80)

V karakteristicni funkciji ® popravke nadomestimo z neznankami. Uporabimo funkcijo ® in

enacbi (1-69):
®=4(v2a—- D)’ +1(V2a—Dy)*+2(-1)(vV2a— D1)(vV2a — Dy) = min.  (1-81)

20



GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

10.

11.

. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.

Pois¢emo odvod enacbe (1-81) in ga izenacimo z 0:

(D/(a):%jl.g(\/ﬁa_pl)-\/§+1-2(\/§G—Dz)‘\f‘ (1-82)

— 2(\/5(@& — Dz) + (\/5& — D1)\/§) =0

(Ne pozabite odvajati tudi znotraj oklepaja, od tod v/2 na koncu obeh izrazov. Tretji ¢len
odvajajte kot produkt dveh funkcij.)

. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank.

1
0= 5D =36TTm (1-83)

Neznanke uporabimo za izra¢un popravkov, na osnovi enacb iz enac¢b (1-69).

Fi=v,=v2a—D; =0.00m

1-84
FQEUZ:ﬂa—DgzO.IOm ( )

Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Dy =D, =520m (1-85)
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1.6 Primer 3 - Merjeni vsi koti trikotnika

V trikotniku smo izmerili vse tri notranje kote in dobili: o = 41°33', 8 = 78°57 in v = 59°27". Ce
so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, z direktno in posredno metodo po MNK
izravnaj opazovanja.

C

A A‘A

Slika 1-6: Skica trikotnika in vseh notranjih kotov

1.6.1 Direktna metoda

Koraki direktne metode po MNK so slededi.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.

Iz naloge je razvidno, da je stevilo opazovanj n = 3. Vektor opazovanji 1 je oblike:

! 41°33'
l=| p | =1 7857 (1-86)
¥ 59°27
Opazovanja so enake natancnosti in medseboj nekorelirana, zato je matrika utezi velikosti 3 x 3
in enaka:
100
P=1010]| = pa=ps=py=1 DPap=DPay =0y =0 (1-87)
0 01

Minimalno stevilo opazovanj je ng = 2, Stevilo nadstevilnih opazovanj pa r =n —ng = 1.

2. Sestavimo r pogojnih enach - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Stevilo pogojnih enach je torej r = 1, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja in konstanta
(katera je tu konstanta?). Pogoj, ki velja za nasa opazovanja, je seveda:

a4+ f+4=180° (1-88)

Pogoj iz enac¢be (1-88) uporabimo za sestavo pogojne enacbe, ki je:
Fl=a+3+4=180° (1-89)
Sedaj ze vemo, da je v enacbi (1-89) preve¢ neznanih koli¢in, zato enacba ni enoli¢no resljiva.
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~ ~

3. V pogojnih enac¢bah vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo l; = l; + v; (i =
1,2,...,n).
V enacho iz (1-89) vstavimo i = i + v;, (i = o, 8,7) in dobimo:

Fi=a+4+v,+ B +vg+v+ v, =180° (1-90)

Tudi preoblikovani enacbi v (1-90) vsebujeta preve¢ neznanih koli¢in za enolicno resitev.

4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ny popravkov.
Izpostaviti moramo r =1 (ker imamo toliko enacb) popravek v odvisnosti od ostalih ny = 2
popravkov. Glede na enac¢bo (1-90) bomo izpostavili popravek v, v odvisnosti od popravkov

Uq in vg. Dobimo:
Fi=v,=180°—a —v, — B —vg —7 (1-91)

Ce v enacbo (1-91) vstavimo vrednosti opazovanih kotov, dobimo:
Fi=v, =30 —v, —vg (1-92)
5. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristicna funkcija ¢ ima obliko:
® =v'Pv=p’+ pgvz + pvvz = min. (1-93)
Utezi opazovanj dobimo iz enacbe (1-87).

6. V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.
Ce uporabimo enacbi (1-91) in (1-92) ter upostevamo utezi opazovanj iz enacbe (1-87), potem
za funkcijo ® iz enacbe (1-93) dobimo:

d = pyv2 +p51)§ +p,(3.0' = v, — v3)* = min. (1-94)

Vidimo, da v karakteristicni funkciji ® nastopata dva popravka, v, in vg. IS¢emo torej naj-
manjso vrednost funkcije ®(vq, vg).

7. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.
Najmanjso vrednost funkcije ®(v,,vs) iz enac¢be (1-94) bomo dobili tako, da bomo poiskali
oba parcialna odvoda, 0®/0v, in 0®/0vg, in ju izenadili z 0.

0P

B =2po Vo + 24 (3.0" — vy — v5)(—1) =0

o (1-95)
— =2pgug + 2p,(3.0" — v, — vs)(—1) =0

81}5

V enacbi (1-95) smo dobili dve enacbi z dvema neznanima koli¢inama, popravkoma v, in vg.

8. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.
Enacbi (1-95) preuredimo, da dobimo dve enacbi z dvema neznankama, in sicer:

2.0vy + 1.0vg = 3.0/

1-96
1.0v, + 2.0v5 = 3.0/ (1-96)

Resimo enacbi (1-96) in dobimo:

v, =10 vz =10 (1-97)
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9. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r» popravkov.
Uporabimo enac¢bo (1-91) oziroma (1-92) in dobimo Se popravek tretjega kota:

vy =3.0"— v, —vg = 1.0 (1-98)

10. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo izravnana opazovanja:

G =41°34.0' [ =718580" 4 =59°28.0 (1-99)

11. Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izracun kon¢nih rezultatov (neznank)
naloge.
Ni neznank pri tej nalogi.

Geometri¢na interpretacija in ponazoritev:

o Kako v tem primeru vidimo “aritmetnicno sredino” rezultatov? Namig: kako se razdeli odsto-
panje pogojne enacbe na popravke...

1.6.2 Posredna metoda

Koraki posredne metode po MNK so sledeci.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.
Tu postopamo povsem enako, kot v primeru direktne metode (glej tam alinejo 1), na koncu pa
dobimo n=3,ny=2,r=1Iin:

o 41°33/
1=| 3 | = | 7857 (1-100)
~ 59°97
100
P=1010]| =2 pa=psg=py=1 DPap=Day =ps, =0 (1-101)
00 1

2. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.
Izbrati moramo u = ng = 2 neznank. Izbrali bomo dva neznana kota, kot prikazuje slika 1-7,
neznanki pa oznacili z x in y. Neznanka x predstavlja kot o, medtem kot neznanka y kot .

3. Sestavimo n enacb popravko - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Sestavimo n = 3 enacCbe popravkov, kjer vsako opazovanje povezemo z neznanko. Dobimo:

FlEd:.T
F=3=y (1-102)
Fy=4=180°—z —y
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/2

Slika 1-7: Izbira neznank v trikotniku, ko merimo notranje kote

A A

4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo [; = I; + v; (i =

Fil=a+v,=x
F,=B+vs=y (1-103)

Fy=v4v,=180°—2 —y

5. V vsaki enacbi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enachi nastopajo.

Fl=v,=2—«
Fy=vg=y—p (1-104)
Fy =0, =180° —x —y — v

6. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristicna funkcija je enaka kot pri direktni metodi (glej enacbo (1-93)), utezi dobimo iz
enacbe (1-87):
® = v'Pv = pav} + pavj + pyv2 = min. (1-105)

7. V karakteristicni funkciji ® popravke nadomestimo z neznankami. Uporabimo funkcijo ® in
enacbe (1-104):
P = py(r —a)® +ps(y — B)* + p,(180° — 2 — y — 7)* = min. (1-106)

Vidimo, da v karakteristi¢ni funkciji ® nastopata dve neznanki, x in y. IS¢emo torej najmanjso
vrednost funkcije ®(z,y).

8. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.
Najmanjso vrednost funkcije ®(z,y) iz enacbe (1-106) bomo dobili tako, da bomo poiskali oba
parcialna odvoda, 0®/0z in 0®/Jz, in ju izenadili z 0.
od
— =2po(r — a) +2p,(180° —z —y —v)(—-1) =0
Ox
(1-107)
0P .
oy 2Py = B)+2p,(1807 —z =y =)(=1) =0

V enacbi (1-107) smo dobili dve enacbi z dvema neznankama, x in y.
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9. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa w neznank, izracunamo vrednosti neznank. Enacbi
(1-107) preuredimo in dobimo:

2.0x + 1.0y = 162°6.0'

. (1-108)

1.0z + 2.0y = 199°30.0

Resimo enacbi (1-108) in dobimo vrednosti obeh neznank:
xr = 41°34.0/ y = 78°58.0/ (1-109)

10. Neznanke uporabimo za izra¢un popravkov, na osnovi enacb iz enacb (1-104).

Fl=vy=202—a=10
Fy=vg=y—p=10 (1-110)
Fy=v,=180°—z—y—~v=1.0

11. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj l.

a=41°34.0" B =78580 4 =59°28.0 (1-111)
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1.7 Primer 4 - Parcela, sestavljena iz dveh pravokotnikov

Parcela je sestavljena iz dveh delov, kot prikazuje slika 1-8. Da bi dolocili povrsini obeh delov (S; in
Ss) smo izmerili 5 stranic, in sicer: a; = 35.0m (0,, = 0.1m), as = 35.1m (0,, = 0.2m), by = 20.0m
(op, = 0.2m), by = 19.8m (04, = 0.1m) in ¢ = 10.0m (o, = 0.1m). Z direktno in posredno metodo
po MNK izravnaj opazovanja in dolo¢i povrsini S; in Ss.

by c
S S9
a1 a2
f b |

Slika 1-8: Skica obeh delov parcele in opazovane stranice parcel

1.7.1 Direktna metoda

Koraki direktne metode po MNK so slededi.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.

Iz naloge je razvidno, da je stevilo opazovanj n = 5. Vektor opazovanji 1 je oblike:

[ay | [ 35.0m |
as 35.1m
1=| b | =1200m (1-112)
ba 19.8m
¢ | | 10.0m |

Opazovanja so razlicne natancnosti, a medseboj nekorelirana. Prvo sestavimo matriko 32,
izberemo referencno varianco o7, izracunamo matriko Q in matriko utezi P. Da dobimo matriko
utezi, ki ima samo cela Stevila (najmanjSa mozna), moramo za referen¢no varianco a-priori
izbrati of = 0.04m?. Matrika uteZi je velikosti 5 x 5, na koncu pa so uteZi opazovanj enake:

Pay =40 po, =10 pp, =1.0 pp, =40 p.=4.0 (1-113)

Minimalno stevilo opazovanj je ng = 3, stevilo nadstevilnih opazovanj pa r =n —ny = 2.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = 2, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja. Pogojni
enacbi imata obliko:

Fi=b=0 (1-114)
FQ — ?)1 = ?)2
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Vidimo, da nobena enacba iz (1-114) ne vsebuje opazovanja ¢. V pravilih za sestavo pogojnih
enacb (glej poglavje 1.3.1) je v drugi alineji zapisano, da moramo v vseh pogojnih ena¢bah
uporabiti vsa opazovanja. Obstajajo pa izjeme, kot v tem primeru. Ce v geometriji problema
doloé¢eno koli¢ino (kot je pri tem primeru stranica ¢) opazujemo tako, da ni nadstevilno izmer-
jena, potem tega opazovanja ne moremo vkljuciti v pogojne enacbe.

~ ~

3. V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo l; = [; + v; (i =
1,2,...,n).
V pogojne enacbe (1-114) vstavimo ¢ = i + v;, (i = aq, ag, by, by) in dobimo:

I = a1 + vq, = a2 + Vg,

(1*115)
Fo = by + vy, = by + vy,

4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ny popravkov.
Izpostaviti moramo r = 2 popravka v odvisnosti od ostalih popravkov, ki Se nastopajo v
pogojnih enacbah. ZapiSemo:
Iy =g, = Vg, + a1 — ag

(1-116)
Fy = vy, = vp, + b1 — bo
Ce v enachi (1-116) vstavimo vrednosti opazovanih stranic, dobimo:
Fil = 0q, =0, +(—0.1m
LS Vg = Yy ) (1-117)
F2 = Vpy = Uy + (02 m)
5. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristi¢cna funkcija ® ima obliko:
D = VvIPV = po, 02 + Pa,v, + Do Vi, + PoyVi, + PeU2 = min. (1-118)

Utezi opazovanj dobimo iz enacbe (1-113), vidimo pa, da v enac¢bi (1-118) nastopa tudi po-
pravek v., ne glede na to, da opazovanje ¢ v pogojnih enacbah ne nastopa.

6. V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.
Ce uporabimo enac¢bi (1-116) in (1-117) ter upoStevamo uteZi opazovanj iz enacbe (1-113),
potem za funkcijo @ iz enacbe (1-118) dobimo:

o= palvgl + Pay (Va, + (—0.1m))? +pblvgl + D, (v, + (0.2m))? + pv? = min. (1-119)

Vidimo, da v karakteristicni funkciji ® nastopajo trije popravki, v,,, vp, in v.. IS¢emo torej
najmanjso vrednost funkcije ® (v, , vp,, V).

7. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.

Najmanjso vrednost funkcije ®(vg,, vy, , V) iz enacbe (1-119) bomo dobili tako, da bomo poiskali
parcialne odvode po vseh popravkih in jih izenacili z 0.

0D
5 =2Da,Vay + 2Pay (Vg + (—0.1m)) =0

0D

o =2, Vb, + 2Pp, (v, + (0.2m)) =0 (1-120)

by
0D
=2p.v, =0
ov. PeV

V enacbi (1-120) smo dobili tri enacbe s tremi neznanimi popravki, v,,, vp, in v,.
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8.

10.

11.

Resimo sistem ngy enacb v katerih nastopa ng popravkov in dobimo njihove vrednosti.
Iz enacb (1-120) vidimo, da v vsaki enacbi nastopa le en popravek, zato lahko popravke nepo-
sredno izracunamo. Dobimo:

Vg, = 0.02m
vy, = —0.16 m (1-121)
v, = 0.00m

Popravek v, smo lahko dobili neposredno (glej zadnjo enac¢bo (1-120)). Rezultat je pravilen in
logicen, saj stranica ¢ ni nadstevilno izmerjena.

. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r» popravkov.

Uporabimo enac¢bi (1-116) oziroma (1-117) in dobimo vse ostale popravke:

Vg, = —0.08 m
(1-122)
Vpy = 0.04m
Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo izravnana opazovanja:
a; =35.02m ap = 35.02m
by =19.84m b, = 19.84m (1-123)
¢ =10.00m

Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izrac¢un konénih rezultatov (neznank)
naloge.

Naloga zahteva izracun obeh delov povrsin S; in Sy. Pri izravnanih opazovanjih je vseeno,
katero kombinacijo opazovanj uporabimo, vedno dobimo iste rezultate (izravnana opazovanja
so skladna). Dobimo:

1= CAl162 = d281 = &2?)2 = 694.7968 m>
= (9¢ = 350.2000 m>

S

Si
So

I
Q>

' (1-124)

I
Q>
()%

1

1.7.2 Posredna metoda

Koraki posredne metode po MNK so sledeci.

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj I in matriko utezi P (izracunamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.

Tu postopamo povsem enako, kot v primeru direktne metode (glej tam alinejo 1), na koncu pa
dobimo n=5,ny=3,r=2in:

a 35.0m |
a 35.1m
l1=| b | =1 20.0m (1-125)
by 19.8 m
| ¢ | i 10.0m |
Pay =40 po, =10 pp, =10 pp, =40 p.=40 (1-126)
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2. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.
Izbrati moramo neznanke, kjer je stevilo neznank enako u = ny = 3. Izbrali bomo tri stranice,
kot prikazuje slika 1-9, neznanke pa oznacili z z, y in z. Neznanka x predstavlja stranici a, y
stranici b in z stranico c.

by c(z)
S1 Sy
ar(z) a2
b1(y)

Slika 1-9: Izbira neznank v obravnavani parceli

3. Sestavimo n enacb popravkov - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Sestavimo n = 5 enacb popravkov, kjer vsako opazovanje povezemo z neznanko. Dobimo:

Fi=a =x
Fg = &2 =T
Fy=b =y (1-127)
Fi=by=y
Fs=¢==z
4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja ZAZ nadomestimo z zvezo lAl =lLi+uv (i =

Fi=a1+v, =2

Iy =ag+v,, =2

Fy=bi+wy, =y (1-128)
Fi=by+uw,=y

Fs=c+v. =2

5. V vsaki enachi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enacbi nastopajo.

[ =0, =2 —ay

[ =0, =2 — ag

Fs=wv, =y—b (1-129)
Fy =, =y —bo

Fs=v.=2z—c

6. Nastavimo karakteristicno funkcijo .
Karakteristicna funkcija je enaka kot pri direktni metodi (glej enac¢bo (1-118)), utezi dobimo
iz enacbe (1-113):

D = VPV = po, 02 + Pa,v2, + Doy Vi, + PoyVp, + PeU2 = min. (1-130)
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7. V karakteristicni funkciji & popravke nadomestimo z neznankami.
Uporabimo funkcijo ® in enacbe (1-129):

D = pa, (T — a1)* + Pay (2 — a2)?* + py, (y — b1)* + P, (¥ — b2)* + pe(z — ¢)> = min.  (1-131)

Vidimo, da v karakteristi¢ni funkciji ® nastopajo tri neznanke, x, y in z. IS¢emo torej najmanjso
vrednost funkcije ®(z,y, 2).

8. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .
Najmanjso vrednost funkcije ®(x,y, z) iz enacbe (1-131) bomo dobili tako, da bomo poiskali
parcialne odvode funkcije ®(z,y, z) po vseh treh neznankah (in jih izenadcili z 0).

0D

I =2pa, (x — a1) + 2pg,(x —az) =0

0D

o =2py, (y — b1) + 2pp,(y — b2) =0 (1-132)
g—j =2p.(2 —¢c) =0

V enacbi (1-132) smo dobili tri enacbe s tremi neznankami.

9. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa w neznank, izracunamo vrednosti neznank. Enacbe
(1-132) preuredimo in izracunamo neznanke. Tudi tu je v vsaki enacbi le ena neznanka, zato
jih resimo neposredno:

r = 35.02m
y =19.84m (1-133)
z =10.00m

10. Neznanke uporabimo za izra¢un popravkov, na osnovi enacb iz enacb (1-129).

Vg, =@ —a; = 0.02m

Ugy = T — ag = —0.08 m

vy, =y — by = —0.16m (1-134)
Vp, =Y — by =0.04m

v.=2z—c=0.00m

11. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj l.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo izravnana opazovanja:

41 =35.02m ay = 35.02m
by =19.84m by =19.84m (1-135)
¢=10.00m

Na koncu izratunamo Se povrsini obeh delov parcel. Uporabili bomo neznanke iz enacbe (1-133):

Sy = xy = 694.7968 m?

1-136
Sy = 2z = 350.2000 m? ( )
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1.8 Primer 5 - Premica v ravnini

V ravnini imamo tri tocke, za katere imamo dane koordinate z, koordinate y pa so opazovane,
Ti(x1, 1) = (2.0,3.2), Ty(z2,y2) = (4.0,4.0) in T3(zs,y3) = (6.0,5.0), kot prikazuje slika 1-10. Z
direktno in posredno metodo po MNK izravnaj opazovanja in doloci enacbo premice, ki se optimalno
prilega podanim tockam. Izracunaj koordinato yr za tocko T, ki ima z7 = 7.0.

y T -

Slika 1-10: Tocke v ravnini

1.8.1 Direktna metoda

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.
Iz naloge je razvidno, da je stevilo opazovanj n = 3. Vektor opazovanji 1 je oblike:

U 3.2
1= |y | =] 40 (1-137)
Ys 5.0

Opazovanja so enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana. Matrika utezi je velikosti 3 x 3,
utezi opazovanj pa so na koncu enake:

Minimalno Stevilo opazovanj je ng = 2, Stevilo nadstevilnih opazovanj pa r =n —ng = 1.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = 1, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja. Kako dobiti
pogoj, katerega morajo tocke izpolnjevati pri premici? Ce izra¢unamo naklonski koeficient iz
tock T7 in T5, mora biti ta enak naklonskemu koeficientu iz tock 75 in T3. Pogoj ima obliko:
Go—01 _ Us— 92
Ty —T1 Ty — To

= o= =9z — U (1-139)
Ce sedaj pogoj iz enacbe (1-139) preuredimo, sestavimo pogojno enacbo:
Fl = ﬁ1 — 2:&2 + g3 =0 (1*140)
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~

3. V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo ZAY-, =L+uvy (i =
1,2,...,n).
V pogojne enacbe (1-140) vstavimo §; = y; + v;, (¢ = 1,2, 3) in dobimo:

Fi=y1+v—2(ya+ve) +ys+v3=0 (1-141)
4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ny popravkov.
Izpostaviti moramo r = 1 popravkov v odvisnosti od ostalih popravkov, ki nastopajo v pogojni

enachi Zapisemo:
Fi=wv3=—y1 —v1 +2(y2 +v2) — Y3 (1-142)

Ce v enachi (1-142) vstavimo vrednosti opazovanih koordinat y, dobimo:

I = w3 =209 —v; — 0.2 (1-143)

5. Nastavimo karakteristicno funkcijo .
Karakteristicna funkcija ¢ ima obliko:
® = v'Pv = p,v] + pyvs + p3v; = min. (1-144)
Utezi opazovanj dobimo iz enac¢be (1-138).

6. V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.
Ce uporabimo enacbi (1-142) in (1-143) ter upoStevamo uteZi opazovanj iz enacbe (1-138),
potem za funkcijo ® iz enacbe (1-144) dobimo:

® = p1v? + povs + p3(2vs — v — 0.2)? = min. (1-145)

Vidimo, da v karakteristi¢ni funkciji ® nastopata samo Se dva popravka, v; in ve. ISCemo torej
najmanjso vrednost funkcije ®(vy, vs).

7. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .
Najmanjso vrednost funkcije ®(vy,vs) iz enacbe (1-145) bomo dobili tako, da bomo poiskali
parcialne odvode po obeh popravkih in jih izenacili z 0.

0P

87 :2p1’01 + 2p3(21)2 — V1 — 02)(—1) =0

5 @1 (1-146)
- 22])2’02 —+ 2])3(202 — V1 — 02)2 =0

8’02

V enacbi (1-146) smo dobili dve enacbi z dvema neznanima popravkoma, v; in vs.

8. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.
Enacbi (1-146) prvo delimo z 2, potem pa preuredimo, da dobimo dve enacbi z dvema neznan-
kama, in sicer:

2.001 — 2.005 = —0.20 (1-147)
—2.00, + 5.005 = 0.40 (1-148)

Resimo enacbi (1-148) in dobimo:
vy =—0.033 vy, = 0.067 (1-149)
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9.

10.

11.

Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r» popravkov.
Uporabimo enac¢bi (1-142) oziroma (1-143) in dobimo vse ostale popravke:

vy = —0.033 (1-150)

Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo izravnana opazovanja:

g1 =3.167 oy =4.067 {3 =4.967 (1-151)

Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izracun konénih rezultatov (neznank)

naloge.

Prvo moramo izra¢unati enacbo premice, ki se optimalno prilega tockam. Izracunamo koeficient

a in prosti ¢len b, uporabimo pa izravnana opazovanja iz enac¢be (1-151). Dobimo:
a=L2"N 0450 b= — axy = 2.2667 (1-152)

To — I

Sedaj uporabimo koeficiente premice iz enacbe (1-152), da izra¢unamo yr tocke T, pri koordi-
nati xp = 7.0:
yr = axr +b=5.417 (1-153)

1.8.2 Posredna metoda

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.
Prvi korak je enak koraku 1 direktne metode, dobimo n =3, ng =2, r =1 in:

U1 3.2
1= |y | = 40 (1-154)
Ys 5.0

. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.

Izbrati moramo neznanke, kjer je stevilo neznank enako u = ng = 2. Ker naloga zahteva izracun
premice, ki se optimalno prilega tockam, je najbolj smiselno nastaviti parametra premice, to
sta naklonski koeficient a in prosti ¢len b.

Sestavimo n enacb popravkov - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Sestavimo n = 3 enacbe popravkov, kjer vsako opazovanje povezemo z neznankami. Dobimo:

Fl Egl :a/x1+b
Fz = gg = a9y +b (1*156)
Fy=g3=awx3+b
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Slika 1-11: Izbira neznank pri izra¢unu optimalne premice

4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja l; nadomestimo z zvezo l; = l; + v; (1 =
1,2,...,n).
Fl Ey1+U1 :aa:1+b
Fy=ys+vy=amxg+b (1-157)
Fy=ystuvz=ax3+b

5. V vsaki enacbi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enachi nastopajo.

Fi=v=ax1+b—uy
Fy=vy=axy+b—1y (1-158)
Iy =v3=aw3+b—ys

6. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristicna funkcija je enaka kot pri direktni metodi (glej enac¢bo (1-144)), utezi dobimo
iz enacbe (1-138):
® = v'Pv = p,v] + povs + p3vs = min. (1-159)

7. V karakteristicni funkciji & popravke nadomestimo z neznankami.
Uporabimo funkcijo ® in enacbe (1-158):

O =pi(azy +b—y1)* +pa(azy +b—y2)® + pslaxs +b—ys)* = min. (1-160)

Vidimo, da v karakteristi¢ni funkciji ® nastopata obe neznanki, a in b. IsCemo torej najmanjso
vrednost funkcije ®(a, b).

8. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.
Najmanjso vrednost funkcije ®(a,b) iz enacbe (1-160) bomo dobili tako, da bomo poiskali
parcialne odvode funkcije ®(a,b) po obeh neznankah (in jih izenacili z 0).

0P
0 =2p1(ax1 +b—y1)x1 + 2pa(aze +b — y2)x2 + 2p3(aws + b —y3)z3 =0
a (1-161)
0P
E =2p1(ax; +b—y1) +2pa(ary +b—y2) + 2ps(arz +b—y3) =0

V enacbi (1-161) smo dobili dve enacbi z dvema neznankama.
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9. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank. Enacbe

(1-161) najprej delimo z 2, nato pa jih preuredimo, da dobimo:

56.0a + 12.0b = 52.40
12.0a+3.00 = 12.20

Resimo enacbi (1-162) in dobimo vrednosti obeh neznank, a in b:

a = 0.450 b = 2.2667

10. Neznanke uporabimo za izra¢un popravkov, na osnovi enacb iz enacb (1-158).

vy =ax;+b—y =—0.033m
Vo =axy+b—1ys =0.067m
vg =ax3+b—y3;=—0.033m
11. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo izravnana opazovanja:

71 = 3.167 7o = 4.067 73 = 4.967

(1-162)

(1-163)

(1-164)

(1-165)

Za izracun yr tocke T, kjer je zr = 7.0, uporabimo ocenjene neznanke iz (1-163) in dobimo:

yr = axp + b= 5417

(1-166)
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1.9 Primer 6 - Izmerjeni koti

Merili smo kote, kot prikazuje slika 1-12. Vrednosti kotov so: a = 60.0°, § = 95.0°, v = 90.0°,
0 = 80.0° in w = 35.0°. S posredno in direktno metodo izravnajte kote, ¢e so vsi opazovani z enako
natancnostjo in so medseboj nekorelirani.

Slika 1-12: Shema izmerjenih kotov

1.9.1 Direktna metoda

[zravnava po direktni metodi sledi vsem korakom, ki so prikazani v poglavju 1.3, kakor tudi v vseh
do sedaj resenih nalogah. Zato v tem dokumentu ne bomo podajali podrobnih navodil, ampak samo
nastavitev naloge.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.
Stevilo opazovanj n = 5. Vektor opazovanji 1 je oblike:

a [ 60.0°
s 95.0°
1=| v | =1 90.0° (1-167)
) 80.0°
L w | [ 35.0°

Opazovanja so enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, torej velja:

Pa=10 ps=10 p,=10 ps=10 p, =10 (1-168)

Doloéiti je potrebno minimalno $tevilo opazovanj za izra¢un naloge, ki je ny = 3. Stevilo
nadstevilnih opazovanj je potem r = 2. Kako ugotoviti, koliko je ng? S slike 1-12 je vidno, da
imamo horizontalno linijo, ki dejansko predstavlja iztegnjen kot (180°). Vprasanje pa je, koliko
kotov moramo izmeriti, da bodo vse tri smeri (navzgor) dolo¢ene enoli¢no... Ali je odgovor na
dlani?

Ugotovimo lahko, da bi potrebovali tri medseboj neodvisne kote (npr. «, f in vy, ali pa w, v in
J, e zapisemo samo dve mozni razlicici), torej ng = 3.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Stevilo pogojnih enacb je r = 2, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja in kontante.
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Kako dobiti pogoje, katere morajo koti izpolnjevati? Vidimo, da se merjeni koti med seboj
prekrivajo, nekateri pa skupaj tvorijo iztegnjeni kot.

Fy=a+4+0=180°

PO (1-169)
Fy =40 =180°
3. V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja ZAY-, nadomestimo z zvezo ZAY-, =L+uvy (i =
1,2,...,n)
Fl=a+vy+7v+v,+w+v, =180°
: T (1-170)
Fz Eﬁ+vﬁ+5+v(5: 180°
4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ng popravkov.
Fr=v,=180° —vy — vy, + (@ +v+w) = —=5.0°—wv, — v
' ety te) ” (1-171)
Fz = V5 = 1800—05—(ﬁ+5) :5.00—1)5
5. Nastavimo karakteristicno funkcijo .
_ 2 2 2 2 2 .
Q = pavy, + v + PyUL + Psvs + P, = min. (1-172)

D

.V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.

® = 1.0v2 + 1.003 + 1.002 + 1.0(5.0° — vg)* 4 1.0(—5.0° — vy — vy)? = min. (1-173)

7. I8¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .

0P

87 =2. 1.0'Ua —+ 2. 10(—500 — Vo — 'U~Y>(—1) = 0

O 105+ 2 1.0(5.0° — vg)(—1) = 0 1174
— =2-1.0v -1.0(5.0° —wg)(—1) = -
a0, 5 8 (1-174)
0P

— =2-1.00,4+2-1.0(=5.0° — v, —v,)(—1) =0

ov,

8. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.

2.0v4 + 0.0v5 + 1.0v, = —5.00°
1.00q 4 0.0u5 + 2.00, = —5.00° (1-175)
0.0vg + 2.0vg + 0.0v, = 5.00°

Vo = —1.667°
v = 2.500° (1-176)
vy, = —1.667°

9. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r popravkov.

vs =5.0° — vg = 2.500°

(1-177)
vy = —5.0° — v, — v, = —1.667°
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

10. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.

& = 58.333°

3 = 97.500°

4 = 88.333° (1-178)
§ = 82.500°

& = 33.333°

1.9.2 Posredna metoda

Tudi v primeri posredne metode bomo pokazali samo nastavek naloge.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.
Stevilo opazovanj n = 5. Vektor opazovanji 1 je oblike:

a [ 60.0°
s 95.0°
1=| ~ | =1 90.0° (1-179)
) 80.0°
L w | [ 35.0°

Opazovanja so enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, torej velja:

Pa=10 ps=10 p,=10 ps=10 p, =10 (1-180)

Minimalno stevilo opazovanj za izracun naloge je ng = 3, Stevilo nadstevilnih opazovanj je
r=2.

Slika 1-13: Uvedene neznanke v funkcionalni model

Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.

[zbrati moramo neznanke, kjer je stevilo neznank enako u = ng = 3. Kaj nastaviti za neznanke?
S katerimi koti bi popolnoma opisali geometrijo problema? Izbiro neznank prikazuje slika 1-13,
kjer smo neznanke oznacili z x, y in z. Vidimo, da si izberemo prve tri kote, ki pa niso nujno

direktno merjeni (kota y in z).
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

2. Sestavimo n enacb popravkov - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Vsa opazovanja povezemo z neznankami: vsako opazovanje ena enacba popravkov.

) Tty
Fo=4=y+z (1-181)
F,=6=180°—z —y

3. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo l; = [; +v; (i =

Fl=a+v, =1z

F=0B84+v=a+y

Fr=y+uv,=y+=z (1-182)
Fo=04v5=180°—z —y

Fs=w+v,=180°—x—y—z

4. V vsaki enacbi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enachi nastopajo.

Fl=v,=2—a=z—60.0°

Fh=vwy=c+y—B=x+y—95.0°

Fy=vy,=y+z—v=y+2z—90.0° (1-183)
Fy=vs=—-o—y+180°—-§ = —x — y + 100.0°
Fy=v,=—-1—y—2+180°—w=—x —y— 2+ 145.0°

5. Nastavimo karakteristicno funkcijo .

d = pav2 + pgvz + pwz + psvU3 + po,v2 = min. (1-184)
6. V karakteristicni funkciji & popravke nadomestimo z neznankami.

® =1.0(z — 60.0°)* + 1.0(z + y — 95.0°)* + 1.0(y + z — 90.0°)*+
+ 1.0(—x — y + 100.0°)*+ (1-185)
+1.0(—z — y — 2 + 145.0°)* = min.

7. IS¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .

0P

8_ :4-0,011 + ?)O'UB + 1.0'U»y = 400000
r

0P R

Em =3.0vy + 4.0vg + 2.0v, = 430.00 (1-186)
Y

0P R

M =1.0vq + 2.0vg + 2.0v, = 235.00
z
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje)

Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

8. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank.

z = 58.333°
y = 39.167°
2 = 49.167°

(1-187)

9. Neznanke uporabimo za izracun popravkov, na osnovi sestavljenih enac¢hb popravkov.

v, = —1.667°
v = 2.500°
vy, = —1.667°
vs = 2.500°
v, = —1.667°

10. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.

& = 58.333°
B = 97.500°
4 = 88.333°
§ = 82.500°
& = 33.333°

(1-188)

(1-189)
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

1.10 Primer 7 - Polozaj tocke T

Dolociti zelimo koordinate tocke T'(yr, zr), ki lezi na kroznici, doloceni z diametralnima toc¢kama
A(10.0m,0.0m) in B(30.0m,0.0m) (glej sliko 1-14). Opazovali smo kota o = 27°13’ in § = 62°45/,
pri tem, da smo kot « izmerili dvakrat bolj natancéno kot kot 3. S posredno in direktno metodo
izravnajte opazovanja in dolocite koordinate tocke T'.

T I I I I I T

Y
Slika 1-14: Shema izmerjenih kotov

1.10.1 Direktna metoda

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in 7.
Stevilo opazovanj n = 2. Vektor opazovanji 1 je oblike:

SHEE

Opazovanja so razlicne natancnosti in medseboj nekorelirana, torej velja:

Pa=40 ps=1.0 (1-191)

Doloditi je potrebno minimalno $tevilo opazovanj za izracun naloge, ki je ng = 1. Stevilo
nadstevilnih opazovanj je potem r = 1. Kako ugotoviti, koliko je ng? Tocka T lezi na premici
in vprasanje je, ali potrebujemo oba merjena kota, da dobimo presecisc¢e kroznice in premice.

Za enolicno dolocitev poloZaja lahko uporabimo kroznico in en sam kot (ni pomembno, katerega),
torej ng = 1.

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Stevilo pogojnih enacb je r = 1, v katerih nastopajo le izravhana opazovanja in kontante. Kako
dobiti pogoje, katere morajo koti izpolnjevati? Vidimo, da imamo en pravokoten trikotnik in
polkroznico, ki pripada o¢rtanemu krogu obravnavanega pravokotnega trikotnika.

Fi=a+ =090 (1-192)

3. V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja ZAY-, nadomestimo z zvezo ZAY-, =L+uvy (i =
1,2,...,n)

Fi=a+4v,+ 8 +v5=90° (1-193)
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

4.

10.

11.

Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ng popravkov.

Fi=v5=90°—a—f—v, =20 —uv, (1-194)

. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.

d = pav? + psv3 = min. 1-195
a BYp

.V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.

® = 4.002 +1.0(2.0' — v,)* = min. (1-196)

[s¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.

®
37 = 24005 +2-1.0(2.0' — v,)(=1) =0 (1-197)

. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.

ps(90° —a—p3)  1.0-2.0

Vo = S = 10710 0.40’ (1-198)
. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r popravkov.
vg = 2.0° — v, = 1.60’ (1-199)
Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
& = 27°13.40'
(1-200)

B = 62°46.60/

Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izra¢un konénih rezultatov (neznank)
naloge.
Iz izravnanih kotov & in 3 ter razdalje dsp izracunamo koordinate tocke T" pri tem pa uposte-
vamo, da je trikotnik AAT B pravokoten trikotnik. Rezultat je:

Yr =ya +dap cosBsin& =14.185m
(1-201)

Tp = Ta +dABcosBcoséz =8.136m

1.10.2 Posredna metoda

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izracunamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.
Stevilo opazovanj n = 2. Vektor opazovanji 1 je oblike:

=[5]- (2]

Opazovanja so razlicne natancnosti in medseboj nekorelirana, torej velja:

Pa=40 ps=10 (1-203)

Minimalno stevilo opazovanj za izracun naloge je ng = 1, Stevilo nadstevilnih opazovanj je
r=1.
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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje)

Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

10.

11.

. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.

Izbrati moramo neznanke, kjer je stevilo neznank enako u = ng = 1. Kaj nastaviti za neznanke?
Katero opazovanje nam enoli¢no resi problem? Neznanko oznacimo z A in naj predstavlja kot

Q.

Sestavimo n enacb popravkov - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Vsa opazovanja povezemo z neznankami: vsako opazovanje ena enacba popravkov.

Fl = d = A
. (1-204)
FQ = B = 900 —A
. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja lAl nadomestimo z zvezo lAl =lLi+uv (i =
1,2,...,n)
Fl=a+v,=A4A
' (1-205)
F255+U5:900—A
. V vsaki enacbi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enacbi nastopajo.
Fil =va=A—a=A-27°13.00
. (1-206)
Fy =vg=—-A490° -3 =—-A+27°15.00
. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
® = p,v7 + psvj = min. (1-207)
V karakteristicni funkciji ® popravke nadomestimo z neznankami.
® =4.0(A - 27°13.00")? + 1.0(—A 4 27°15.00')* = min. (1-208)
. Istemo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.
a(b (o] / o /
94" 2-4.0(A—27°13.00") +2-1.0(—A + 27°15.00")(—1) =0 (1-209)
. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank.
90° — o
A= O =B Hpat  greys gy (1-210)
Pa + bs
Neznanke uporabimo za izracun popravkov, na osnovi sestavljenih enac¢hb popravkov.
Vo =A —a = 0.40
, (1-211)
vg =90° — 8 — A =1.60
Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
& = 27°13.40'
. (1-212)
B = 62°46.60'
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Iz izravnane neznanke A in razdalje d4p izracunamo koordinate tocke T pri tem pa upostevamo, da
je trikotnik AAT B pravokoten trikotnik. Rezultat je:

yr = ya +dapsin Asin A = 14.185 m

(1-213)
T =24+ dypsin Acos A =8.136m

45



GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Metoda najmanjsih kvadratov (sistem enacb)

1.11 Primer 8 - Opazovanja v pravokotniku

Pri pravokotniku smo izmerili obe stranici: @ = 12.4m in b = 7.5m ter obseg 0 = 40.0m. Ce

so opazovanja enake natancnosti in medseboj neodvisna z direktno in posredno metodo po MNK

izravnaj opazovanja in izracunaj povrsino pravokotnika.

[o]

Slika 1-15: Opazovanja v pravokotniku

1.11.1 Direktna metoda

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izracunamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.

Stevilo opazovanj je n = 3, minimalno $tevilo opazovanj je ng = 2 in r = 1. Vektor opazovanji
1 je oblike:

a 124 m
I=|b|=| 75m (1-214)
0 40.0m

Opazovanja so enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, torej velja:

Po =10 p,=10 p,=1.0 (1-215)

Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo dodatne
pogojne enacbe med opazovanji.
Stevilo pogojnih enacb je r = 1, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja.

Fy=2a+42b=06 (1-216)
.V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja l:—, nadomestimo z zvezo l:—, =L+uvy (i =
1,2,...,n)
I =2a+2v, +2b+ 2, = 0+ v, (1-217)
. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ng popravkov.

I = v, = 20, + 20y + 2a + 20 — 0 = 2v, + 2v, — 0.2m (1-218)

. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.

® = p,v2 + Pyvi + Pov2 = min. (1-219)

.V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ng ostalimi popravki.

® = 1.0v2 + 1.0v7 + 1.0(2v, + 2v, — 0.2m)* = min. (1-220)
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7. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .

8.

10.

11.

0P
=2-1.00, +2-1.0(2v, + 2v, — 0.2m)2 = 0
ov,
9P (1-221)
— =2-1.00, +2-1.0(2v, + 2v, — 0.2m)2 = 0
Gvb
Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.
5.0v, +4.0vy, = 0.40m
(1-222)
4.0v, + 5.0y = 0.40m
v, = 0.044 m
(1-223)
v, = 0.044m
. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r» popravkov.
v, = —0.022m (1-224)
Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
a=12.444m
b="7.544m (1-225)
0=39.978m

Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izracun konc¢nih rezultatov (neznank)
naloge.
Naloga zahteva, da izracunamo povrsino S pravokotnika. Velja:

~

S =ab=a(6— 2b) = b(6 — 2a) = 93.8864 m> (1-226)

Q>

1.11.2 Posredna metoda

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izracunamo utezi opazo-
vanj). Nastavimo n, ng in r.

Stevilo opazovanj je n = 3, minimalno $tevilo opazovanj je ng = 2 in r = 1. Vektor opazovanji
1 je oblike:

a 12.4m
1=|b|=| 75m (1-227)
0 40.0m

Opazovanja so enake natanc¢nosti in medseboj nekorelirana, torej velja:

Po =10 p,=10 p,=1.0 (1-228)

. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.

Izbrati moramo neznanke, kjer je stevilo neznank enako u© = ny = 2 Nastavimo dve neznanki,
x in y, kjer x predstavlja stranico a, y pa stranico b.
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3. Sestavimo n enacb popravkov - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.

Vsa opazovanja povezemo z neznankami: vsako opazovanje ena enacba popravkov.

Fl =a=ux
=b=y (1-229)
s =0=2x+2y
4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja 27 nadomestimo z zvezo lA7 =L+uv (1=
1,2,...,n)
FM=a+v,=x
F=b4+v=y (1-230)
s =040, =2x42y
5. V vsaki enachi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enacbi nastopajo.
Fi=v,=2—a
Fo=v=y—b (1-231)
Fs=v,=2x+2y—o
6. Nastavimo karakteristicno funkcijo .
O = pav2 + pyug + Pov2 = min. (1-232)
7. V karakteristicni funkciji & popravke nadomestimo z neznankami.
® =1.0(x — 12.4m)* + 1.0(y — 7.5m)* + 1.0(27 + 2y — 40.0 m)* = min. (1-233)
8. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .
0P
o 2-1.0(x —12.4m) 4+ 2-40.0(2z + 2y — 40.0m)2 =0
5% (1-234)
o = 2-1.0(y — 7.5m) +2-40.0(2z + 2y —40.0m)2 =0
Y
9. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank
50z + 4.0y = 92.40 (1-235)
40z + 5.0y =87.50
r=12.444m (1-236)
y = 7.544m
10. Neznanke uporabimo za izracun popravkov, na osnovi sestavljenih enacb popravkov

Vg = —a = 0.044m
vy, =y —b=10.044m
Vo =22 4+ 2y — o = —0.022m

(1-237)
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11. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj l.

4 =12.444m
b =7.544m (1-238)
6 =39.978 m

Naloga zahteva, da izracunamo povrsino S pravokotnika. Velja:

~

S =ab=a(6— 2b) = b(6 — 2a) = 93.8864 m> (1-239)

Q>
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1.12 Primeri — dodatno

1. V krogu smo izmerili polmer trikrat in dobili: r; = 2.5cm, r = 2.6 cm in r3 = 2.7 cm. Opazo-
vanja izravnajte po metodi najmanjsih kvadratov, ¢e so ta nekorelirana in razlicne natancnosti:
or, =0.1cm, 0., = 0.2cm in o,, = 0.15 cm.

Nalogo resite se tako, da bodo opazovanja enake natanc¢nosti.
Obe resitvi dobite tudi tako, da uporabite utezeno oziroma navadno sredino opazovanj.

RESITEV: Razline natan¢nosti: R = 7, = iy = 73 = 2.57 cm. Enake natancnosti: R =7, =
fg = fg = 2.6 cm.

2. Med reperjema A in B je bila visinska razlika izmerjena trikrat, dobili pa smo Ahy, Ahy in
Ahs. Izravnajte opazovanja s posredno in direktno metodo, ¢e so dolzine nivelmanskih linij
enake: [y, s = 2l; in I3 = 3l,. Nalogo resite prvo analiticno, nato pa Se numeri¢no, ¢e so
opazovanja dana kot: Ah; = 12.256 m, Ahy = 12.240m in Ahg = 12.255m.
RESITEV: Analiti¢na resitev - uteZena sredina: AhS = Aizl = Aizg = Aizg =

Numericna resitev: Ahf = 12.2511 m.

Ah1+%Ah2+éAh3
e

3. Dolzino D med tockama A in B smo opazovali dvakrat in dobili d; = 12.12m ter dy =
12.14m. Ce sta opazovanji enake natancnosti, za vrednosti korelacije med dolZinama pyy =
{-0.8,—-0.4,0,0.4,0.4} izravnaj opazovanji in izrac¢unaj dolzino D.

RESITEV: D = 12.13m.

4. Dolzino D med tockama A in B smo opazovali dvakrat in dobili d; = 12.12m ter dy = 12.14 m.
Ce sta natancénosti opazovanji enaki o; = lem in 0o = 2cm, za vrednosti korelacije med
dolzinama p15 = {—0.8,—0.4,0,0.4,0.4} izravnaj opazovanji in izracunaj dolzino D.

RESITEV: D(ps = —0.8) = 12.126m, D(p12 = —0.4) = 12.125m, D(p1a = 0.0) = 12.124 m,
D(p12 = 0.4) = 12.121m, D(p;» = 0.8) = 12.113m.

5. Dolzino d smo opazovali dvakrat neodvisno in dobili d; in dy. Opazovanje d; je dvakrat slabse
natancnosti od opazovanja dy. S pomocjo metode najmanjsih kvadratov (direktna in posredna)
pokazite, katero opazovanje bo imelo vecji vpliv na rezultate izravnave.

RESITEV: Ker ima prvo opazovanje dvakrat slabso natanénost, sta utezi opazovanj enaki:

d — Prditpady _
P1+p2

. Izravnana vrednost dolzine d bo blizje merjeni vrednosti ds kot pa di, saj ima dy vecjo

p1 = 1 in py = 4. Rezultat izravnave dolzine - utezena sredina - nam poda:
di1+4ds
5

utez. Tocneje, popravek v; bo 4-krat vecji od popravka v, saj sta v razmerju: vy : vg = 1/p; :
1/pa.

6. Izravnajte opazovane vrednosti ordinat treh tock tako, da bodo tocke lezale na premici z enacbo:
y = kx+n! Opazovanja so nekorelirana in enake natancnosti! Abscise tock so dane in jih nismo
opazovali. Koordinate tock so: 77(0.2,0.0), 75(0.9,1.0) in 75(2.0,2.1).

RESITEV: k = 1.152, n = —0.157.
7. Izravnajte opazovane vrednosti ordinat treh tock tako, da bodo tocke lezale na premici z enacbo,

ki gre skozi sredisce! Opazovanja so nekorelirana in enake natancnosti! Abscise tock so dane
in jih nismo opazovali. Opazovanja so: 77(0.2,0.0), 75(0.9,1.0) in 73(2.0,2.1).

RESITEV: k = 1.0515 (prosti ¢len mora biti enak n = 0).
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8.

10.

11.

12.

V ravnini smo trem tockam izmerili koordinate y (koordinate x so dane) in dobili: T} (z1,y1) =
(1.0,1.0), To (22, y2) = (2.0,3.0) in T3(23, y3) = (3.0,5.1). Ce so opazovanja enake natancénosti, a
poznamo korelacijo py,4, = —0.25, po MNK izravnaj opazovanja in doloci enacbo premice, ki se
optimalno prilega tockam. Izracunaj, kaksna je vrednost koordinate y pri vrednosti koordinate
r=1.3.

x
Slika 1-16: Naloga 8

RESITEV: Parametra premice: a = 2.054, b = —1.075, y(1.3) = 1.595.

. Izravnajte opazovane vrednosti abscis treh tock tako, da bodo tocke lezale na premici z enacbo:

y = kx + n! Opazovanja so nekorelirana in enake natancnosti! Ordinate tock so dane in jih
nismo opazovali. Opazovanja so: 77(0.2,0.0), 75(0.9, 1.0) in 75(2.0,2.1).

RESITEV: Namig: prvo izravnajte premico oblike £ = ay + b (izracunajte a in b) in nato
preblikujte enacbo r =ay+bvy =kr+n-k=1.163, n = —0.169.

V kvadratu smo izmerili stranico a = 3.0 m, diagonalo d = 4.2m in obseg 0 = 11.9m. Ce sta a
in d opazovani dvakrat bolj natan¢no kot o, z direktno in posredno metodo po MNK izravnaj
opazovanja.

[o]

Slika 1-17: Naloga 10

RESITEV: a=2977Tm, d =4.210m, 6 = 11.908 m.

V pravokotnem trikotniku smo izmerili oba notranja kota, in sicer: «a = 33°42', 5; = 56°20/
in By = 56°21". Ce so opazovanja razli¢ne natancnosti (o, = 1, 03, = 05, = 2') in medseboj
korelirana (pg, 5, = 0.75), po MNK izravnaj opazovanja in izracunaj &, 3 in fs.

RESITEV: & = 33°41'26.7", 3 = 56°18'33.3".

V trikotniku smo merili vse tri notranje kote («, (5, ), pri tem, da smo vsak kot smo izmerili
dvakrat. Dobili smo: a; = 33°17, as = 33°20", 51 = 80°41’, B = 80°39, v; = 66°5 in

ol
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Slika 1-18: Naloga 11

75 = 66°0". Ce so opazovanja enake natancnosti in medseboj nekorelirana, izravnaj opazovanja
z direktno in posredno metodo po MNK.

Slika 1-19: Naloga 12
RESITEV: & = 33°18'10", 3 = 80°39'40”, 4 = 66°2'10".

13. V splosnem trikotniku smo opazovali vse tri notranje kote in dobili (glej skico): oy = 47°15/,
ay = 47°20" (04, = 04, = 3'), 1 = 82°25, By = 82°20' (0, = 0, = 3') in v = 50°0’ (0, = 5').
Z direktno metodo po MNK izravnaj opazovanja in izracunaj izravnane vrednosti notranjih
kotov &, B in 4.

Slika 1-20: Naloga 13
RESITEV: & = 47°20'8.9", 3 = 82°25'8.9", 4 = 50°14/42.3".

14. V geodetskem stirikotniku smo izmerili niz kotov, kot jih prikazuje skica. Vsi koti so izmerjeni
z enako natancnostjo in imajo vrednosti: a = 60°, § = 30°, v = 88°, § = 40°, ¢ = 74°,
X = 65°. Z metodo najmanjsih kvadratov dolodite izravnane vrednosti kotov, in sicer (brez
uporabe matrik) posredno (uvedba neznank) in direktno.

RESITEV: v, = v = v, = 40, vs = v, = v, = 20"

02
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15.

16.

17.

S
£

Slika 1-21: Naloga 14

>

Geometricen model, predstavljen na sliki, prikazuje tri kolinearne razdalje AB, BC' in C'D. V
geometricnem modelu smo opazovali: [; = 10.0m, [, = 10.1m, I3 = 19.5m, {4 = 30.1m in
s = 20.1m. Z obema metodama po MNK izravnajte opazovanja in doloéite dolzine AB, BC
in CD.

Ly

A B C D
Slika 1-22: Naloga 15

RESITEV: AB =9.975m, BC = 9.9375m, CD = 10.225m.

Za kontrolo kakovosti razdaljemera smo vzpostavili model dveh vzporednih razdalj D; = AB
in Dy = BC (glej sliko). Med tockami smo opazovali dolZine d; = 15.30m, dy = 11.65m in
dz = 27.00m, vse so bile izmerjene z enako natancnostjo, le da sta dolzini d; in dy korelirani,
in sicer pg,q4, = 0.1. Po MNK izravnaj opazovanja in dolo¢i izravnane vrednosti dolzin D; in
Ds.

ds
di

| |
I I
| 1
| 1
L |
I I
| |
A D, B D,
Slika 1-23: Naloga 16

RESITEV: D; =15.317m,D, = 11.667 m.

Dolo¢iti zelimo visine dvema novima reperjema B in C' s postopkom geometri¢nega nivelmana.
Izmerili smo (glej skico): ARE = 1.332m, ARG = 1.785m in AhG = 0.450m. Ce je visina
tocke A dana (H4 = 10.0m) in so dolzine nivelmanskih linij dolge d4p = 100m, dgc = 100 m
in dgc = 200m, po MNK izravnaj opazovanja in dolo¢i visine vsem novim reperjem.

RESITEV: Hp =11.33275m, He = 11.7835m.

23
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18.

19.

20.

Slika 1-24: Naloga 17
Na dveh tockah A in B smo opazovali oba smerna kota in dobili v§ = 147°1217.9"” in v =
327°12'22.1". Ce za natan¢nosti obeh merjenih smernih kotov velja o5 = 20,4, po MNK
izravnajte opazovanja (brez matrik).

Slika 1-25: Naloga 18
RESITEV: 4§ = 147°12/21.3".

Na tocki A smo izmerili smerni kot do tocke B dvakrat in dobili oy = 147°12'18" in ayp =
147°1220”, na tocki B pa smo opazovali smerni kot do tocke A enkrat in dobili § = 327°12'24".
Ce so si natancnosti opazovanj v razmerju o, : Oa, : og = V2 : V2 : 1, po MNK izravnaj

opazovanja.

Y

Slika 1-26: Naloga 19

RESITEV: &; = G = 147°12/21.5".

Podani imamo tocki A(ya,z4) = (0m,0m) in B(yg, xp) = (0m,5m). Do nove tocke T'(yr, x7)
smo izmerili dva bazna vektorja; (Aya, Azs) = (3.5m,2.1m) in (Ayp, Azg) = (3.4m, —3.0m).
Po MNK izravnajte opazovanja in dolocite koordinate tocke T, ¢e je bazni vektor s tocke A
doloc¢en dvakrat bolj natancno kot bazni vektor s tocke B.

RESITEV: T(yp,z7) = (3.48m,2.08m).
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e
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Slika 1-27: Naloga 20

21. Podano imamo eno tocko, in sicer A(ya,z4) = (10.0m, 10.0m). Za dolo¢itev koordinat dveh
novih tock B(yg,zp) in C(yc, ) smo izmerili tri vektorje ri=(Ay;, Azy)=(70.1m,89.8 m),
ro=(Ayy, Ary)=(69.8 m, —69.9m) in r3=(Ays, Arz)=(140.2m, 19.7m). Ce so komponente vek-
torja rz dolocene z 2-krat visjo natancnostjo kot komponente vektorjev r; in rs, po MNK
dolocite koordinate tock B in C.

L B

vy

Slika 1-28: Naloga 21

RESITEV: B(yp,zp) = (80.233m,99.711m), C(yc, 2¢) = (150.167 m, 29.722m).

22. V lokalni visinski geodetski mrezi ima reper A dano visino H4 = 10.0 m. Izmerili smo 4 visSinske
razlike (glej skico) s pripadajoc¢imi dolzinami nivelmanskih linij: Ah; = —1.01m (d; = 50m),
Ahy = 0.73m (dy = 20m), Ahg = —0.25m (d3 = 50m) in Ahy = 0.12m (dy = 50m). Po
MNK izravnaj opazovanja in doloc¢i visine reperjev B, C'in D.

B
Ahy

A Ah

Slika 1-29: Naloga 22

RESITEV: Hp = 9.0025m, He = 9.7375m, Hp = 10.12m.

23. V kocki smo izmerili tri koli¢ine, in sicer: ploskovno diagonalo (d = 14.0m), prostorsko dia-
gonalo (D = 17.0m) in obseg osnovne ploskve (o = 40.0m). Po MNK izravnaj opazovanja

25
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24.

25.

(brez matrik), Ce sta obe diagonali (d in D) opazovani dvakrat bolj natan¢no kot obseg (0).

Izracunaj tudi prostornino kocke.

Slika 1-30: Naloga 23

RESITEV: a=9.916m, d = 14.023m, D = 17.175m, 6 = 39.664m, V = a® = 975.006 m®.

V enakokrakem trikotniku smo izmerili vse tri notranje kote «, 3, v, in sicer a = 70°, g = 71°
in v = 40°. Ce je kot v opazovanj 2-krat bolj natan¢éno kot kota « in 3, izravnaj opazovanja
po MNK.

Slika 1-31: Naloga 24
RESITEV: a4 = B = 70°3'20", 4 = 39°53'20".

Med tockama A in B smo obojestransko izmerili zenitni razdalji z4 = 84°30" in zp = 95°35’
(glej skico), kjer je zenitna razdalja z4 izmerjena 3-krat bolj natancno kot zenitna razdalja zp.
Po MNK izravnaj opazovanja in dolodi viginsko razliko Ah%, e je horizontalna razdalja med
tockama A in B enaka d = 100 m.

Slika 1-32: Naloga 25

RESITEV: %, = 84°29'30", 2p = 95°30'30", AhK = 9.644m.
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26.

27.

28.

29.

Med tockama A in B smo obojestransko izmerili zenitni razdalji z4, = 84°30" in zg = 95°35' in
visinska kota ey = 5°25' in eg = —5°30' (glej skico). Ce sta kota na tocki A izmerjena 3-krat
bolj natanc¢no kot kota na tocki B, po MNK izravnaj opazovanja in dolo¢i visinsko razliko Ah%.
Horizontalna razdalja med tockama A in B je enaka d = 100 m.

Slika 1-33: Naloga 26

RESITEV: %, = 84°320", ¢4 = 5°28'0", AhE = 9.570 m.

Dani sta dve tocki, in sicer A(ya,z4) = (10m,10m) in B(yg,xp) = (100m,30m). Da bi
dolod¢ili koordinate nove tocke T'(yr,zr) smo izmerili dva bazna vektorja r; = (Ayy, Axy) =
(30.1m,49.8m) in ry = (Ays, Azy) = (60.0m, —30.1m), kot kaze skica. Ce so natancnosti
koordinat dane kot o,, = 0,, = 5cm in 0,, = 0., = 7cm, po MNK izravnajte opazovanja in

dolo¢ite koordinate tocke T'.

v T

Ly

Y
Slika 1-34: Naloga 27

RESITEV: T(yr,2zr) = (40.066 m,59.901 m).

V pravokotniku smo izmerili vse stranice in dobili: ¢ = 15.0m, b = 10.0m, ¢ = 14.9m in
d = 10.1m. Ce nas zanimata obseg O in osnovna stranica a pravokotnika, s posredno metodo
po MNK izravnajte opazovanja tako, da za neznanki nastavite O in a. Stranici a in c sta
izmerjeni dvakrat bolj natan¢no kot stranici b in d. Rezultate preverite tudi z direktno metodo
po MNK.

RESITEV: a=14.95m, O = 50.00 m.

S stojis¢a A smo preko opazovanih smeri pridobili kote: «; = 61°34’, ap = 135°13' | a3 =
148°15', oy = 224°51', a5 = 150°14’, kot jih prikazuje skica. Ce so opazovanja (t.s. koti)
neodvisna in enake natanc¢nosti z metodo najmanjsih kvadratov dolocite izravnane vrednosti
kotov.

RESITEV Va; = Vay = Vaz = _1/7 Vayg = Voy = -2/,
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a

Slika 1-35: Naloga 28

Slika 1-36: Naloga 29
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