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GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Zakon o prenosu pravih pogreskov

1 Zakon o prenosu pravih pogreskov

Pri prenosu pravih pogreskov nas zanima, kaksen pogresek smo naredili na izracunanih neznankah
(y), ¢e smo jih racunali iz pogresenih opazovanj (x). Pri opazovanjih poznamo vrednosti pravih
pogreskov (Ax), iS¢emo pa prave pogreske neznank (Ay).

1.1 Opis metode

Koli¢ine, ki nastopajo pri prenosu pravih pogreskov so:

o Opazovanja / podatki:

—x=[r 29 ... 2,7

: n (pribliznih vrednosti) opazovanj / podatkov,

— X = [T Ty ... T,]T : prave vrednosti opazovanj / podatkov,

— Ax = X — x : pogreski opazovanj / podatkov (¢e poznamo vrednosti pogreskov, jih
imenujemo “pravi pogreski”)

o Neznanke / iskane koli¢ine:

—y=[y1y2 ... ym)T : m pribliznih vrednosti neznank / iskanih koli¢in, ra¢unane na osnovi

pribliznih vrednosti opazovanj / podatkov (x),
Y =[P - Tl
pravih vrednosti opazovanj (X),

: prave vrednosti neznank / iskanih koli¢in, ra¢unanih na osnovi

— Ay =¥y — y : pogreski neznank.
Povezava med neznankami in opazovanji je dolocena z vektorsko funkcijo F:
y=F%X — y+Ay=Fx+Ax) — y=F(x) (1-1)
Srednjo enacbo iz (1-1) zapiSemo v skalarni obliki kot:

i+ Ay = filry + Azy,z0 + Ay, x5 + Axs, ..o 2, + Axyy)
Yo+ Ays = fo(wy + Axy, 29 + Axg, 23 + Axs, ..., 3, + Axy)
ys+ Ays = f3(x1 + Awy, 20 + Ay, 23 + Azg, ..., 2, + Ay (1-2)

ym'f‘A?/m - fm(l'l+A$1,$2+A$2,$3+A$3,...,xn+Axn)

Izracun pravih pogreskov neznank Ay bomo izvedli preko linearizacije (Taylorjeva formula), kar
matri¢no zapisemo v obliki :

I T [ of ofi  Of ofn 1 T T
Ay=| B¥s | =| Gy Gn os T om || BT3 | =T Ax (1-3)
Ofm  Ofm  Ofm O fm
L BYm | LG e am e ] L AT ]

Matrika J je poimenovana kot Jakobijeva matrika in vsebuje parcialne odvode vseh funkcij (y;,7 =
1,...,m) po vseh spremenljivkah (z;,4 = 1,...,n). Vse parcialne odvode ra¢unamo na osnovi
merjenih vrednostih koli¢in x; (ne v pravih vrednostih ;).
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1.2

Postopek izracuna

Pri prenosu pravih pogreskov postopamo v naslednjem vrstnem redu:

1.

1.3

. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov

Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Ax;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovanj
x in vektor pravih pogreskov Ax.

Doloc¢imo vse nase neznanke y;, (j = 1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.

Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izra¢una na osnovi opazovanj z; (i =

1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(x1, 22, z3,...,2y).

. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izrac¢un uporabimo

priblizne vrednosti opazovanj (x).

9f;

5o 0 sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti

m X n.

. Izra¢unamo prave pogreske neznank Ay; za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A, y;)

posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).

[zracunamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.

Geometrijski prikaz na primeru — polarna izmera

Prikazimo prenos pravih pogreskov na preprostem primeru, in sicer pri doloc¢itvi koordinat tocke T’

s postopkom polarne izmere. Imamo izhodiséno tocko O, ki je v sredisc¢u koordinatnega sistema,

do nove tocke T" pa merimo dolzino d in kot «, kot prikazuje slika 1-1. Na sliki so v modri barvi

opazovanja, v rde¢i barvi neznanke in ¢rno dane koli¢ine.

T

Y
Slika 1-1: Skica polarne izmere za dolocitev koordinat tocke T’

Enacbi za izracun koordinat tocke T', yr in x7, dobimo s slike, resujemo pravokotni trikotnik:

yr = dcosa
(1-4)

rr = dsina
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V nadaljevanju prikazujemo vpliv pravih pogreskov opazovanj na izracunane vrednosti neznank.

1.3.1 Vpliv pravega pogreska kota

Recimo, da imamo podan pravi pogresek kota Ac, ki ima pozitiven predznak. To pomeni, da je
pravi kot @ = o+ Aa > . Ce bi neposredno upostevali pravi pogresek Aa, dobimo situacijo, kot jo
prikazuje slika 1-2. Pravi polozaj tocke, oznacen z T, dobimo tako, da toc¢ko T zasukamo za kot A«
okoli izhodisc¢a O. Na sliki so z modro barvo oznacena opazovanja, z rdeco barvo priblizne vrednosti
neznank (izra¢unane iz opazovanj), z oranzno barvo in z zeleno barvo

(izra¢unane iz pravih opazovanj). Prava pogreska neznank sta oznacena kot Ay,
in Azp, pravi vrednosti neznank pa z 3, in Ty, saj so dolo¢eni to¢no.

x T

Y
Slika 1-2: Vpliv pravega pogreska kota Aa na polozaj tocke T

S slike lahko vidimo, da sta tocki T in T isto oddaljeni od tocke O, saj je dolzina d v tem primeru
tocna. Razvidno je tudi, da pravi pogresek Aa povzroci pravi pogresek na obeh koordinatah, pov-
zro¢i tako Ay, kakor tudi Azp. Ker je tocka T glede na tocko T “zgoraj” in “levo”, ima Ay,
negativen predznak (Ay, < 0) in Azy pozitiven predznak (Axr > 0), kar je na sliki predstavljeno
z usmerjenostjo puscic.

Prave koordinate ?@T, Zr) dobimo tako, da uporabimo prave vrednosti opazovanj (d in @):

Yr = dcos (@) = dcos (a + Aa)) = d cos () cos (Aar) — dsin («) sin (Aa)

_ o . . . (1-5)
Tr = dsin (@) = dsin (a + Aa) = dsin (a) cos (Aa) + d cos (a) sin (Aa)

Enacba (1-5) opisuje, kako pridemo od tocke T" do tocke T. Prehod je po delu kroznega loka dolzine
I =d- Aa. Ce bi Zeleli izra¢unati prava pogreska neznank Ay, in Azp, bi uporabili enacbi (1-4) in
enacbi (1-5) in dobili:

A_CUT :?T —Yr

AI‘T ZET — XT

(1-6)

V geodezijo imamo, zaradi visoke kakovosti geodetskega instrumentarija, pogreske opazovanj, ki so
majhni v primerjavi z merjenimi vrednostmi. Zanima nas torej vpliv pogreskov na nivoju milimetrov
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za dolzine in sekund za kote. Ce je pravi pogresek Ao majhen, potem velja poenostavitev (izhajamo

iz Taylorjeve formule):
sin(Aa) = Aa cos(Aa) =~ 1 (1-7)

Zanima nas, ali bi lahko poenostavitvi v enacbi (1-7) uporabili za enostavnejsi izracun pravih po-
greskov neznank, ki bi bil e vedno ustrezno toc¢en. Ce upostevamo poenostavitvi iz enacbe (1-7) in
ju vstavimo v enacbo (1-5), dobimo:

Up = dcos (a) — dsin (o) A

Tp = dsin (o) + d cos (o) Aa (1-8)

V enacbi (1-8) smo pravi koordinati oznaéili z 7 in Ty, dobili pa smo tocko T, saj ta ni popolnoma
enaka kot tocka T. Vzrok je v tem, da smo uporabili poenostavitvi iz enacbe (1-7), ali povedano
drugace, ko smo funkciji sinus in kosinus razvili v Taylorjevo vrsto, smo zanemarili vse ¢lene visjih
redov (2., 3. in tako naprej). Geometri¢no opisano prikazuje slika 1-3.

x

Slika 1-3: Pravi polozaj T in polozaj T, dobljen s poenostavljeno metodo, kot posledica prisotnosti
pravega pogreska A«

Na sliki 1-3 vidimo, da tocki T (iz enacbe (1-5)) in T (iz enacbe (1-8)) nimata enakega poloZaja
(koordinat), a razlika med njima ni velika. Ce tocko T dobimo tako, da tocko T' zasukamo za kot
Aa okoli sredigéa O in je s tem oddaljena za razdaljo d - Aa po kroZnici, to¢ko T' dobimo tako, da
tocko T premaknemo v isto smer, za razdaljo d - Aa po premici, ki je pravokotna na daljico OT.
Preden pokazemo, kako veliko napako § (razdalja med T in T) smo naredili, opigimo $e matemati¢no
poenostavljeno resitev iz enacbe (1-8). Ce pogledamo enacbi (1-4) in enacbi (1-8), lahko ugotovimo,

da:

yT yT(a’)
Yp = dcos (a) —dsin (o) Aa = yr + yr(a)Aa (1-9)
ZTr = dsin () + d cos (o) Aa = 27 + 2 (a) Aa

—_———  ——
vr ()
V enacbi (1-9) koli¢ini y/(a) in 2/-(a) predstavljata odvoda koordinat po kotu «. Velja torej:
Ayr = —dsin (o) Aa = yr(a)Aa
yr = ~dsin (@) A = () o

Azxy = dcos (o) Aa = 27 () Aa
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Ce enacbi (1-9) in (1-10) zapiSemo v matri¢ni obliki, pa dobimo:

Yr | | yr Ayr | | yr yr(a)
B ER b N E g a1

Dobili smo to¢no enacbo zakona o prenosu pravih pogreskov (glej poglavje 1 in enac¢bo (1-3)):
y=y+ Ay =JAx (1-12)

Pokazimo se, kako veliko napako § naredimo, ker smo uporabili priblizen izra¢un (bolj enostaven) —
zakon o prenosu pravih pogreskov. Situacija je izrisana na grafu na sliki 1-4.

) (mm)
1.0 +
0.8 +
0.6 +
0.4 +
0.2 1

0 \ i i i i i i i i Ao(")
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Slika 1-4: Velikost napake § [mm] (razdalja T — T') v odvisnosti od pravega pogreska A« [”]

Slika 1-4 prikazuje vpliv napake § v odvisnosti od pravega pogreska Aa. Tocka T je od izhodisca
oddaljena 100 m. Enote za § so milimetri, medtem ko so enote za A« sekunde. Vidimo, da do
napake okoli 1 mm pridemo Sele pri pravem pogresku A« velikosti priblizno 900” (15’). Velikosti
pravih pogreskov neznank sta Ayr = —0.22m in Azy = 0.38 m (pri kotu o = 30°). Torej, razlika
pri izracunu pravih pogreskov neznank, ki sta na nivoju nekaj decimetrov, je pod 1 mm. To je zares
zanemarljivo.

Kaj ugotovimo s slike 1-4 in analize napake 67 Postopek prenosa pravih pogreskov je poenostavljen
izracun pravih pogreskov neznank, ampak je napaka, ki jo naredimo zaradi poenostavitve dejansko
zanemarljivo majhna, Se posebej ¢e upostevamo natanc¢nosti modernih intStrumentov. InStrumenta,
ki bi imel natan¢énost merjenih smeri/kotov na nivoju 15" ze dolgo (dooolgo) ni v uporabi. Moderni
tahimetri imajo pogreske velikosti nekaj sekund, za tako majhen pogresek Aa pa je napaka § na
nivoju 1/1000 milimetra (mikrometra).

1.3.2 Vpliv pravega pogreska dolzine

Pokazimo tu Se, kako vpliva pravi pogresek dolzine Ad na izracun pravih vrednosti koordinat tock
T in tocke T ter na prava pogreska obeh tock, torej na Ay, in Az ter Ayr in Azp. Graficno,
kot pri pogresku A« na sliki 1-2, vpliv pogreska Ad prikazujemo na sliki 1-5. Tudi tu so z modro
barvo oznaCena opazovanja, z rdeco barvo priblizne vrednosti neznank (izracunane z opazovanji),
z oranzno barvo in z zeleno barvo (izraCunane s
pravimi vrednostmi opazovanj).
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Sl

Y
Slika 1-5: Vpliv pravega pogreska dolzine Ad na polozaj tocke T’

S slike vidimo, da tocka T lezi na isti premici kot tocki T in O, le da je za vrednost pravega pogreska
Ad oddaljena od tocke T'. In tudi tu pravi pogresek Ad povzro¢i prava pogreska obeh koordinat,
Ay, in Axp. Za izracun koordinat tocke T izhajamo iz enacb (1-4) za izra¢un koordinat tocke T, le
da uporabimo prava opazovanja:

dcos (a) = (d + Ad) cos (a) = dcos () + Ad cos ()
dsin

‘ | | . (1-13)
(o) = (d + Ad) sin () = dsin () + Adsin (o)

Bl <

T:

T

Enacba (1-13) opisuje, kako pridemo od tocke T' do tocke T. Totko T “potisnemo” v smeri O — T’
za vrednost Ad. Izracun pravih pogreskov neznank Ay, in Az je:
Ayp =Ty — yr = Ad cos (a)

7 (1-14)
Azxr =Tp — xp = Adsin (a)

Iz enacb (1-14) vidimo, da sta oba prava pogreska Ay, in Az v linearni povezavi (odvisnosti) od
pravega pogreska Ad, zato lahko enacbi (1-13) zapiSemo kot:
yr Y7 (d)
— ——— , .
Ur = dcos (a) + cos (o) Ad = yr + yp(d)Ad = 7
ZTr = dsin () +sin («) Ad = 27 + 27-(d)Ad = Ty

—_———  ~——
o7 a(d)

(1-15)

Na osnovi enacbe (1-15) ugotovimo, da je pravilen izracun polozaja tocke T povsem enak poeno-
stavljenemu izrac¢unu polozaja tocke T, ki temelji na prenosu pravih pogreskov. To je mogoce samo
zato, ker sta prava pogreska koordinat Ay in Azp linearno odvisna od pravega pogreska dolzine
Ad. V tem primeru pri zakonu o prenosu pravih pogreskov pridemo do povsem toc¢nih rezultatov.

1.3.3 Vpliv pravega pogreska kota in dolzine

Uporabimo zakon o prenosu pravih pogreskov Se za izracun pravih pogreskov Ay in Azr, ¢e imamo
pogresen tako kot a kot tudi dolzino d. Seveda gre za kombinacijo obeh zgornjih dveh poglavij,

6
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Zakon o prenosu pravih pogreskov

el

T

Slika 1-6: Pravi polozaj T in polozaj T, dobljen s poenostavljeno metodo, kot posledica prisotnosti

pravega pogreska Ad

1.3.1 in 1.3.2. Prava pogreska opazovanj sta Aa in Ad, opazovanji pa « in d. Sestavimo vektorja

opazovanj x in pravih pogreskov opazovanj Ax:

d Ad
= A =
Neznaki sta koordinati tocke T, ki se izracunata kot (funkcijska povezava):
[ yr ] [ d cos ]
y = = .
Tr dsin a
Po zakonu o prenosu pravih pogreskov, sestavimo matriko J, ki ima obliko:

Oyr  Oyr A
3 [ 6Bd 8@@ ] [cosa dsma]
T xrT :
Sy L sinae  dcosa

[zra¢un pravih pogreskov neznank je podan z:

[AyT]:Ay:JAX:lCOSQ —dsma][Ad]

Az sinaw  dcos«o A«

Glede na enacbo (1-19) lahko oba pogreska koordinat zapisemo kot:

Ayr = Adcosa + Aa(—dsina) = Agyr + Agyr
Az = Adsina + Aacosa = Ager + Ayxr

(1-16)

(1-17)

(1-18)

(1-19)

(1-20)

V enacbi (1-20) Agyr in Agzr prikazujeta vpliv ali doprinos pravega pogreska dolzine Ad na prava

pogreska Ayr in Azp. Po drugi strani pa Ay yr in A xr prikazujeta doprinos pravega pogreska kota

A« na prava pogreska Ayr in Azp. Slika 1-7 graficno prikazuje elemente Auyr, Agzr, ALyr in

AQ.TT.

[zracun pravih pogreskov neznank na osnovi zakona o prenosu pravih pogreskov nam omogoca eno-

stavno izracunati tudi doprinose vseh pravih pogreskov opazovanj na prave pogreske vseh neznank.

7



GIG-BA 1. letnik; Izravnalni racun 1 (vaje) Zakon o prenosu pravih pogreskov

Slika 1-7: Doprinos pravih pogreskov opazovanj (Ad in Aa) na prave pogreske neznank (Ayr in
Azr), preko elementov Azyr, Ayyr, Agzr in Ayzy

Na sliki 1-7 je prikazan vpliv obeh pravih pogreskov (Ad in A«) na prave pogreske neznank (Ayr
in Azr), kjer je razclenjeno, kako pravi pogresek vsakega opazovanja vpliva na pravi pogresek vsake
neznanke. Na sliki so s ¢rno predstavljena opazovanja (d in «) in polozaj tocke T' iz merjenih vre-
dnosti opazovanj. Toc¢ki Ty in T, prikazujeta prave koordinate tocke, ¢e imamo pogreseno samo
dolzino za Ad ali samo kot za Aa. Toc¢ka T pa prikazuje prave koordinate tocke, ¢e imamo pogreSeni
obe opazovanji. Z modro barvo je oznacen doprinos pravega pogreska Ad na prava pogreska obeh
koordinat, to sta Agyr in Agxr, z usmerjenostjo puscic sta prikazana tudi predznaka obeh doprino-
sov. Po drugi strani pa je z rdeco barvo oznacen doprinos pravega pogreska A« na prava pogreska
obeh koordinat, to sta A,yr in A,zp. Tudi tu usmerjenosti puscic predstavljata predznak obeh
elementov. Vidimo, da se doprinosa pravih pogreskov opazovanj v smeri osi = sestejeta, medtem ko
se v smeri osi y odstejeta.
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1.4 Primer 1 — dolocitev dolzine D

Dolociti zelimo dolzino D med tockama A in B. Ker pa je med tockama ovira, dolzine neposredno
ne moremo izmeriti, zato smo stabilizirali zac¢asno tocko T', na kateri smo izmerili dve stranici (a
in b) in en kot («). Situacijo prikazuje slika 1-8. Opazovanja s pripadajofimi pravimi pogreski so:
a = 40.00m (Aa = 0.03m), b = 60.00m (Ab = —0.05m) in a = 45° (Ao = 2.5"). Izracunajte
dolzino D, njen pravi pogresek AD in pravo vrednost D. PrikaZite tudi, kaksni so doprinosi pravih
pogreskov posameznih opazovanj (Aa, Ab in Aa) na pravi pogresek neznanke (A,D, AyD in A, D).

T

Slika 1-8: Prikaz meritev za doloc¢itev dolzine D

Postopamo po korakih izrac¢una, ki so predstavljeni v poglavju 1.2.

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovan]
X in vektor pravih pogreskov Ax.
V navodilih so podana tri opazovanja, to sta stranici a in b ter kot «, saj imamo za vsa tri
opazovanja podane tudi prave pogreske (n = 3). Vektorja opazovanj x in pravih pogreskov
Ax sta velikosti 3 x 1. Vanju vstavimo numeri¢ne vrednosti opazovanj, vse dolzinske kolic¢ine
podamo v metrih, kotne pa v radianih:

a 40.00 m Aa 0.03m
x=|0b|= 60.00 m Ax=| Ab | = —0.05m (1-21)
« 0.785398 2 Aa 0.000 7272
2. Dolo¢imo vse nase neznanke y;, (j =1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.

Zanima nas dolzina D med tockama A in B. Neznanka je torej ena (m = 1). Vektor neznank
y je velikosti 1 x 1 in je podan z:

y = [D] (1-22)
3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) doloc¢imo, kako se izracuna na osnovi opazovanj z;
(i =1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(x1, 22, 23, ..., 2y).

Dolzino D moramo izraziti z stranicama a in b ter kotom «. S slike 1-8 vidimo, da imamo triko-
tnik, kjer imamo izmerjeni dve stranici in vmesni kot, racunamo pa tretjo stranico. Uporabimo
torej kosinusni izrek in dobimo:

D =+Va®+ b — 2abcosa (1-23)
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4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izracun uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Uporabimo enac¢bo (1-23) v katero vstavimo vrednosti opazovanj iz enac¢be (1-21) in izracu-
namo:

D =Va%+ b2 — 2abcos a = 42.496 m (1-24)

V enacbi (1-24) smo dobili “priblizno” vrednost dolzine D, saj je le-ta izra¢unana iz pogresenih
vrednosti opazovanj.

. . of; - : . . . .
5. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov d—f’ in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti
m X n.
Ker imamo eno neznanko (m = 1) in tri opazovanja (n = 3), moramo izracunati tri parcialne
odvode in jih damo v matriko J, velikosti 1 x 3 in oblike:
— | 8D 8D 9D _
J= [ da b  Oa } <1 25)
Zelo pomembno je, da je vrstni red opazovanj, po katerih odvajamo v matriki J, enak vrstnemu

redu opazovanj iz vektorja x. Parcialni odvodi so enaki:

0D e bt
%_lb) - jb_f_“;zzcow _ 2z i)coso‘ — 0.746 33 (1-26)
5 . .
g—oz B Va2 +Clz)2$in20;bcosa B absll)na = 39.935m
Matrika J je zato:
J =] —005710 0.74633 39.935m | (1-27)

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay, za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Rezultat z matriénim produktom JAx ima obliko:

Ay =[AD]|=J - Ax = [8—DAa + 8—DAb + a—DAa]

da b da (1-28)

Obliko pravega pogreska AD iz enacbe (1-28) dobimo z upostevanjem pravil mnozenja matrike
(J) z vektorjem (Ax). Vse tri koli¢ine v vsoti na desni lahko oznacimo z:

A,D = 8—DAa = —0.002m

Oa
AyD = %—lb)Ab = —0.037m (1-29)
A,D = 8—DAoz = 0.029m

Oox

Produkti parcialnih odvodov neznank po opazovanjih s pripadajoc¢imi pravimi pogreski opazo-
vanj smo oznacili z A, D, AyD in A,S in predstavljajo doprinose pravih pogreskov opazovanja
k pravemu pogresku neznanke. Koncéna vrednost pravega pogreska AD je:

Ay =[AD] =J-Ax = [A,D + AyD + A,D] = —0.010m (1-30)

10
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7. Izracunamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Na koncu samo Se sestejemo:

Y=y +Ay = [D] +[AD] = 42486 m (1-31)

11
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1.5 Primer 2 — Trigonometri¢no visinomerstvo:

S postopkom trigonometri¢nega visinomerstva zelimo dolociti visino Hp tocke B, pri tem, da imamo
podano visino H4 = 321.00 m tocke A, na katero smo prisilno centrirali tahimeter in izmerili nje-
govo visino ¢ = 25 cm. Na tocko B smo postavili reflektor na visino [ = 2.00 m, ki ima pravi
pogresek Al = 5mm. S tahimetrom smo izmerili posevno dolzino s = 100.00 m, s pravim pogreskov
As = —1cm, in zenitno razdaljo z = 85°, s pravim pogreskom Az = —15". Izracunajte visino tocke
Hp tocke B, s postopkom prenosa pravih pogreskov izracunajte pravi pogresek visine AHpg in njeno
pravo visino Hp. Izracunajte, kakSen je doprinos posameznega pravega pogreska opazovanj (As, Az
in Al) na izrac¢unano vrednost pravega pogreska AHp.

Postopek izra¢una pri prenosu pravih pogreskov:

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovan]
x in vektor pravih pogreskov Ax.
Ko sestavljamo vektor opazovanj x, moramo razlikovati med opazovanji in konstantami. Kot
opazovanja obravnavamo vse podatke, za katere imamo podane prave pogreske. Iz naloge je
razvidno, da imajo prave pogreske podana opazovanja s, z in [, medtem ko H, in ¢ nimata
podanega pravega pogreska, zato sta obravnavana kot konstanti. Stevilo opazovanj je n = 3,
dimenzija vekorja x in Ax pa je zato 3 x 1. Vanju vstavimo numeri¢ne vrednosti opazovanj,
vse dolzinske koli¢ine podamo v metrih, kotne pa v radianih:

S 100.000 m As —0.010 m
x= |2z | =1 148352986 Ax = | Az | = | —0.00007272 (1-32)
l 2.000 m Al 0.005 m
2. Dolo¢imo vse nase neznanke y;, (j =1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.

Iz naloge je razvidno, da je potrebno izracunati visino Hp tocke B, zato imamo eno samo
neznanko (m = 1). Vektor neznank y je podan z:

y=| Hp | (1-33)
3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izra¢una na osnovi opazovanj z; (i =
1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(x1, 22, 3,...,2,).

Enacba za izracun visine Hp s tremi opazovanji s, z in [ ter dvema konstantama H 4 in ¢ je:

Hp=Hjg+scosz+i—1 (1-34)

4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izracun uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Uporabimo numeri¢ne vrednosti iz vektorja x, vrednosti konstant iz navodil naloge in izracu-
namo Hp in zgornjo enacbo (1-34):

Hp = Ha+ scosz+i—1= 3279656 m (1-35)
5. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti

m Xn.

12
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[zracunamo vse parcialne odvode neznanke Hpg po vseh treh opazovanjih in sestavimo matriko
J. Ker imamo eno samo neznanko (m = 1) in tri opazovanja (n = 3) je matrika J dimenzije
1 x 3 in ima obliko:

J=| % s 9l | (1-36)

Zelo pomembno je, da je vrstni red opazovanj, po katerih odvajamo v matriki J, enak vrstnemu
redu opazovanj iz vektorja x. Parcialni odvodi in matrika J so:

J=|cosz —ssinz —1|=][0087156 —99.61947 —1.00 | (1-37)

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay, za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Ker imamo eno samo neznanko, bo tudi izracunan en sam pravi pogresek, torej Ay = AHp.
Rezultat z matriénim produktom J - Ax ima obliko:

OH g OH g OH g
A A Al
9s 5 g, APy (1-38)
. _0.00087m -+ 0.00724m — 0.005m = 0.0014 m

AHB:J'AX:

Produkte parcialnih odvodov neznanke po opazovanjih in pripadajocih pravih pogreskov opa-
zovanj lahko oznac¢imo z A;Hpg, A, Hg in A;Hp in imajo obliko ter vrednosti:

AHp = 8;]13 As = cosz-As = —0.00087m
s
H
AHp = aa BAz=—ssinz- Az =0.00724m (1-39)
z
H
Aty = 2HE A~ 1 A= —0.005m

ol

Koli¢ine A;Hg, A, Hp in A;Hpg prikazujejo doprinos posameznega pravega pogreska opazovanj
(As, Az in Al) pravemu pogresku neznanke AHp. Na ta nacin lahko ugotovimo, pravi po-
gresek katerega opazovanja povzroc¢i najvecji prirastek pravega pogreska neznanke. Iz oblike
enachbe lahko ugotovimo tudi, kako geometrija problema vpliva na prenos pravega pogreska
posameznega opazovanja k pravemu pogresku neznanke.

7. Izracunamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Na koncu samo Se sestejemo:

Hp = Hp + AHp = 327.9669 m (1-40)

1.5.1 Numeric¢na analiza prenosa pravih pogreskov

Pri numeric¢ni analizi postopka prenosa pravih pogreskov nas zanima, kako to¢no dobimo rezultate
postopka. To preverimo preprosto tako, da izracunamo pravo vrednost neznanke Hpg, in sicer tako,
da jo izracunamo na osnovi pravih vrednosti opazovanj (3, Z in [):

5 s+ As 99.990 m
X=|7z|=|z2+Az | =] 148345714 (1-41)
l [+ Al 2.005m

13
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[zracunana prava vrednost neznanke H:B na osnovi pravih vrednosti opazovanj X je:
Hp = Hy+5cosZ+1i — [ = 327.9669 m (1-42)

Razlika AHp med pravo vrednostjo Hp iz pravih opazovanj in pravo vrednostjo Hp s prenosom
pravih pogreskov je: L
AHp = Hg — Hg = —7.475 x 107" m (1-43)

Doprinos pravega pogreska posameznega opazovanja k koncnemu izracunu neznanke izra¢unamo
tako, da namesto prave vrednosti opazovanja uporabimo priblizno, torej:

AHp =Hp — (Hq+scosz+i—1) = —0.00087 m
AHp=Hp— (Hy+Scosz+i—1)=0.0072m (1-44)
AHg =Hg — (Hy+35cosZ+i—1) =0.005m

14
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1.6 Primer 3 — Pravokotni trikotnik

Parcela ima obliko pravokotnega trikotnika, kot to prikazuje slika 1-9. Da bi dolocili povrsino S in
obseg O parcele, smo opazovali kateto a in kot a ter dobili: @ = 25.00m (Aa = —25mm) in a = 30°
(Aa = 2'). Izracunajte povsino S in obseg O parcele, njuna prava pogreska AS in AO ter njuni
pravi vrednosti S in O.

Slika 1-9: Skica opazovanj v parceli oblike pravokotnega trikotnika

Postopek izrac¢una pri prenosu pravih pogreskov:

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovanj
x in vektor pravih pogreskov Ax.
V navodilih sta podani dve opazovanji, to sta stranica a in kot «, saj imamo za obe opazovanji
podana tudi prava pogreska. Vektorja opazovanj x in pravih pogreskov Ax sta velikosti 2 x 1.
Vanju vstavimo numericne vrednosti opazovanj, vse dolzinske koli¢ine podamo v metrih, kotne
pa v radianih:

a 25.00m Aa —0.025m
* l a ] l 0.52359878 ] * l Aa ] l 0.00058178 ] (1-45)
2. Dolo¢imo vse nase neznanke y;, (j =1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.

Iz naloge je razvidno, da je potrebno izracunati povrsino S in obseg O parcele, zato imamo dve
neznanki (m = 2). Vektor neznank y je podan z:

y = [ S ] (1-46)

O
3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izracuna na osnovi opazovanj z; (i =
1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(z1, 22, 23, ..., Ty).

Pokazati moramo, kako se obe neznanki izracunata na osnovi opazovanj. Za izracun obeh
neznank prvo potrebujemo izracun ostalih dveh stranic, druge katete b (nasproti kota «) in
hipotenuze c. 1z definicij kotnih funkcij v pravokotnem trikotniku lahko ugotovimo, da:

b

—=tana — b=oqatana

a (1-47)
a a

—=cosa — c=

c cos «

15
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Izracun obeh neznank je torej dan z:

ab(a, @)

5=

O =a+b(a,a)+cla,a) (1-48)
V zgornjih enacbah je izredno pomembno, da vemo, da sta obe ostali stranici, b in ¢, odvisni od
obeh opazovanj, a in «, zato moramo enacbi za izracun obeh neznank zapisati tako, da bodo
na desni strani enacbe le opazovanja:

a? tan o
2 (1-49)

a
O=a+atana +

S =

COos &

Tako zapisani enacbi sta podani v koncni obliki. Dejansko sta enacbi (1-48) in (1-49) enako-
vredni, a je pomembno, da konc¢ne enacbe zapisemo tako, da na desni strani nastopajo le Se
opazovanja in ne kaksna izpeljana koli¢ina. Tako bomo lazje odvajali po vseh opazovanjih in
dobili prave vrednosti odvodov.

4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izracun uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Uporabimo numeri¢ne vrednosti opazovanj, uporabimo zgornji enacbi za izracun neznank in

a?tana 2
e tana 180.422
@) a+atana + 68.301 m

izrac¢unamo:

5. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti
m X n.
[zracunamo vse parcialne odvode obeh neznank po obeh opazovanjih in sestavimo matriko J.
Ker imamo dve neznanki (m = 2) in dve opazovanji (n = 2) je matrika J dimenzije 2 X 2 in

ima obliko:
as  as
20 90
da O

Zelo pomembno je, da je vrstni red opazovanj, po katerih odvajamo v matriki J, enak vrstnemu
redu opazovanj iz vektorja x. Parcialni odvodi in matrika J so:

a?
J— atana Zeos”a } B l 14.43376 416.66666667] (1.52)
1 +tana + coioz CosaQoz + Ccfsigg 2.73205 50.0

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay, za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Rezultat z matri¢nim produktom J - Ax ima obliko:

[ —0.118 m? ] (153)

AS J.A ‘g—‘jAa—l—g—iAa
Teaxs ~0.039m

A p—
Y [ AO aa—OAa—i- ‘g—oAa

16
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Produkte parcialnih odvodov neznanke po opazovanjih in pripadajocih pravih pogreskov opa-
zovanj lahko oznac¢imo z A,S, A,S, A,O in A,O in predstavljajo doprinose pravega pogreska
posameznega opazovanja k pravemu pogresku obeh neznank. Doloceni so z:

A,S = ﬁAa = —0.361 m? A,S = @Aa = (0.242 m?
oa Oa B
90 90 (1754)

A,O=—Aa = —0.068m A, O = —Aa =0.029m
da O

7. Izrac¢unamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Na koncu samo Se sestejemo:
S AS 180.304 m?
y=y+ay l()]+[AO] [68.2621@(1 1 (1-55)

17
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1.7 Primer 4 — Geodetski kartezi¢ni / polarni koordinatni sistem

Podani imamo dve tocki v geodetskem kartezicnem koordinatnem sistemu s pripadajoc¢imi pra-
vimi pogreski, in sicer A(ya,z4) = (461300m,100600m) (Ays = 0.1m, Azy = —0.075m) in
B(yp,zp) = (461500m,100500m) (Ayg = —0.08m, Azg = 0.05m). Izracunaj komponente geo-
detskega polarnega koordinatnega sistema, to so: dolZina med tockama dyp in oba smerna kota v%
ter v4. Ker so koordinate tock A in B pogreSene, izracunaj tudi prave pogreske vseh iskanih koli¢in

(Adap, AvE in Avf) ter njihove prave vrednosti (dag, V5 in vd).

Postopek izra¢una pri prenosu pravih pogreskov:

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovanj
x in vektor pravih pogreskov Ax.
Podana imamo $tiri opazovanja (n = 4), vse koordinate obeh tock, zato sta vektorja opazovanj
x in pravih pogreskov Ax velikosti 4 x 1:

Ya 461 300 m Ayy 0.100 m
. Ta | _ 100 600 m Ax — Az, _ —0.075m (1-56)
YR 461 500 m Ayp —0.080 m
rp 100 500 m Axpg 0.050 m
2. Doloc¢imo vse nase neznanke y;, (j = 1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.

Iz naloge je razvidno, da je potrebno izracunati tri neznanke (m = 3), vse tri komponente
geodetskega polarnega koordinatnega sistema. Vektor neznank y je podan z:

dap
y=| vi (1-57)
v
3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izracuna na osnovi opazovanj x; (i =
1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(z1, 22,23, ...,2y).

[zracun neznank izhaja iz enacb pretvorbe med geodetskim karteziénim in geodetskim polarnim
koordinatnim sistemom. Velja (za oba kota pravilno upostevajte kvadrante!):

dap = \/(ys — ya)? + (25 —x4)?

yf = arctan Y5~ Ua (1-58)
I —TA

yg‘ = arctan A" UB
TA— B

4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izrac¢un uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Uporabimo numeri¢ne vrednosti opazovanj in uporabimo zgornje enacbe za izracun neznank
(za oba kota pravilno upostevajte kvadrante!):

dap 223.607 m
y=| vB | = 116°33'54" (1-59)
VA 296°33'54"
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. . of; - : . . : .
9. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti
1
m X n
Ker imamo tri neznanke (m = 3) in $tiri opazovanja (n = 4), je matrika J dimenzije 3 x 4 in

ima obliko (parcialne odvode izpeljite sami za vajo):

9dap Odap Odap Odap

ay; az; 3yg 3@“? —0.8944 0.4472 0.8944 —0.4472
ov ov ov ov
J=| 34 34 34 G4 |=| 0002 0004 —0.002 —0.004 (1-60)

oA v oA owd 0.002  0.004 —-0.002 —0.004
dya  Oxa  dyp  Orp

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay, za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Naredimo matri¢ni produkt J - Ax in dobimo:

AdAB —0.217m
Ay=| Av] | =T - Ax=| -29" (1-61)
Avg —29"

7. Izrac¢unamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Na koncu samo Se sestejemo:

dAB AdAB 223.390 m
y=y+Ay= uf + Auff = | 116°33'25" (1-62)
va Avh 296°33'25"

Geometri¢na interpretacija in ponazoritev:

« Ali je pravi pogresek Adsp odvisen od dolZine dsp med tockama A in B? Ce bi razdaljo
daljsali/krajsali, ali se s tem spreminja pravi pogresek d,p? Kako bi to lahko pokazali?
Pravi pogresek Adap je neodvisen od razdalje med tockama. To pokaZemo tako, da ugotovimo,
da so parcialni odvodi dag po vseh opazovanjih brez enot, torej brez-dimenzijska stevila, izkaZe

se, da so enaka ali £ cosvf ali £sinvk.

o Ali sta prava pogreska Av¥ in Avs odvisna od dolzine d,p? Kako bi to lahko pokazali?
V primeru pravih pogreskov AvE in Avj je pa ravno obratno. Oba sta odvisna od razdalje
dap. Spet pogledamo parcialne odvode obeh smernih kotov po vseh koordinatah in ugotovimo,
da so enaki + cos VE/dAB ali £ sin VE/dAB. Iz tega sledi, da vecja kot je razdalja dag, manjsi
bo pravi pogresek smernega kota.

+ Kaj lahko recemo za prava pogreska Av¥ in Av4? Zakaj imata tako vrednost? Ali bi lahko

Avj izra¢unali iz Av¥ in tako imeli v zgornjem rac¢unu samo dve neznanki (d4p in v§) in si s
tem prihranili Stevilne racune?
Prava pogreska AvE in Avi sta enaka in to vedno. Enaka sta zato, ker velja v = v§ + 180°.
Med smernima kotoma velja linearna zveza in ko se spreminja eden, se v isti meri spreminja
tudi drugi. To znanje bi lahko uporabili vnaprej in nastavili le dve neznanki (dap in V%), na
koncu pa samo zakljucili z Avs = Av§.
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1.8 Primer 5 — Parcela, stranice merjene z merskim trakom

Parcela ima obliko pravokotnega trikotnika, kot to prikazuje slika 1-10. Z merskim trakom dolzine
[ = 30.00 m smo izmerili obe kateti in dobili @ = 61.090 m in b = 50.170 m. Naknadno smo ugotovili,
da je merski trak 3 cm prekratek, zato sta obe meritvi pogreseni. Izracunajte oba notranja kota « in
3, njuna prava pogreska A« in AS ter njuni pravi vrednosti @ in /.

Slika 1-10: Skica opazovanj v parceli oblike pravokotnega trikotnika

Postopek izra¢una pri prenosu pravih pogreskov:

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovanj
X in vektor pravih pogreskov Ax.
Obe stranici, a in b, smo izvedli z merskim trakom, ki vemo, da je pogresen, zato moramo prvo
doloéiti pravi pogresek merskega traku Al. Merjena (priblizna) vrednost je I = 30.00 m, podano
pa imamo informacijo, “da je merski trak 3 cm prekratek”. Izjava pomeni, da ¢e bi nas merski
trak polozili poleg toénega merskega traku, bi na$ merski trak prigel le do dolzine [ = 29.97m
na tem to¢nem merskem traku. Pravi pogresek nasega merskega traku tako dobimo kot:

Al=1-1=29.97m—30.00m = —0.03m (1-63)

Kljuéno pri enacbi (1-63) je, da dolo¢imo pravi predznak pravega pogreska Al, izhajamo pa iz
osnovne definicije pravega pogreska, ki predstavlja razliko; prava vrednost - merjena vrednost.

Sedaj, ko vemo kaksen je pravi pogresek Al lahko izracunamo tudi prava pogreska obeh opa-
zovanj Aa in Ab. Razmislek gre takole. Ce bi bila stranica a dolga toéno 30.00 m, potem velja
Aa = Al. V primeru, ko pa bi bila stranica a dolga tocno 2 - = 60.00m, pa bi bil Aa = 2Al.
Gre torej za premo sorazmerje, ki ga lahko zapisemo kot:

Aa «a a

Oba prava pogreska opazovanih stranic sta tako:

b
Aa = %Al = —0.061m  Ab=7Al=—0.050m (1-65)

Sedaj lahko sestavimo vektorja opazovanj x in pravih pogreskov Ax (oba velikosti 2 x 1):

a 61.090 m Aa —0.061 m
X_[b]_[BO.WOm] AX_[Ab]_[—O.OBOm] (1-66)
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2. Dolo¢imo vse nase neznanke y;, (j =1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.
Iz naloge je razvidno, da je potrebno izracunati oba notranja kota, o in § parcele, zato imamo
dve neznanki (m = 2). Vektor neznank y je podan z:

y = [ o ] (1-67)

3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izra¢una na osnovi opazovanj z; (i =
1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(z1, 22,23, ...,2y).

Izracun obeh kotov iz obeh katet izhaja iz osnovnih kotnih funkcij pravokotnega trikotnika:
a
a = arctan — [ = arctan — (1-68)
a b
4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izracun uporabimo

priblizne vrednosti opazovanj (x).
Uporabimo numeri¢ne vrednosti opazovanj, uporabimo zgornji enachi za izra¢un neznank in

izracunamo: ,
[¢] / !
y— | arctan _ 39°23'40 (1-69)
I6] arctan § 50°36'20”
5. Izracunamo vseh m X n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti
m X n.

[zracunamo vse parcialne odvode obeh neznank po obeh opazovanjih in sestavimo matriko J.
Ker imamo dve neznanki (m = 2) in dve opazovanji (n = 2) je matrika J dimenzije 2 X 2 in
ima obliko:

(1-70)

98 98 0.00803  —0.00978

;_ { % % ] B l —0.00803  0.00978 ]
da  Ob

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay; za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Rezultat z matriénim produktom J - Ax ima obliko:

A« 0.0”
Ay:lAﬁlzJ.AX:lO-Oﬂl (1-71)
7. Izracunamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Na koncu samo Se sestejemo:
a Ax 39°23'40"
y=y+ay l5]+lA5] [50036’20”] 1-72)

Geometri¢na interpretacija in ponazoritev:

 Prikazite, kaksni so doprinosi pogreskov posameznih opazovanj (Aa in Ab) na prave pogreske
neznank (Aa in AfS).
Doprinosi so sledeci: pri o velja Ayo0 = 0°1'41.1"7, Apyaw = —0°141.1" (velja Apov = —Aq).
Podobno Se za 3, A5 = —0°1"41.1", Ay = 0°1'41.1" (velja DNy = —AuS5).
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o Kaj lahko recemo za prava pogreska A« in AS? Zakaj imata tako vrednost? Ali bi take
rezultate lahko pricakovali v naprej?
Razvidno je, da za oba prava pogreska velja Aa = AF = 0°00.0". Prava pogreska sta oba
enaka in tocno enaka nic, kar pomeni, da v takem merskem postopku ne naredimo nobene
napake na izracunana notranja kota trikotnika. Zakaj to velja? Ker sta prava pogreska obeh
stranic Aa in Ab vedno v enakem razmerju, v razmerju Aa/Ab = a/b in odvisna le od Al, se
oblika parcele (pravokotnega trikotnika) ne spreminja, spreminja se le njegova velikost. Vsi ti
trikotniki so si med seboj podobni. To znanje bi seveda lahko predhodno uporabili in Ze takoj
ugotovili, da na notranja kota pravi pogreski opazovanj ne vplivajo. Ima pa ta naloga pomemben
zakljucek. Zaradi geometrijskih lastnosti nalog se lahko zgodi, da imamo pogreske v opazovanjih,
ki pa nimajo nobenega vpliva na izracunane neznanke. Podoben primer je tudi, ce dolocamo
visino tocke s trigonometricnim visinomerstvom. Ko je zenitna razdalja z tocno 90°, pogresek
izmerjene dolzine As nic¢ ne vpliva na pravi pogresek visine koncne tocke.
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1.9 Primer 6 — Slepi poligon

Podani imamo dve tocki v geodetskem kartezicnem koordinatnem sistemu s pripadajoc¢imi pravimi
pogreski, in sicer:

o A(ya,za) = (461300m,100600m) (Ays = 0.1m, Azxy = —0.075m) in

e B(yp,xp) = (461400m, 100550 m) (Ayp = —0.08 m, Azg = 0.05m).
Do nove tocke C(yc, x¢) smo izmerili obe opazovanji poligona, in sicer:

o priklepni kot So = 90° (Afc =2') in

e dolzino de = 75.00m (Ade = 0.05m).

Prikaz izmere je podan na sliki 1-11. Izrac¢unaj koordinate tocke (yc,xc), njuna prava pogreska
(Ayc, Aze) in njuni pravi vrednosti (o, To).

| | | | | | | | |

Slika 1-11: Skica opazovanj slepega poligona

Preden se lotimo izracuna, pokazimo, kako se izracuna polozaj tocke C' glede na podatke in skico
1-11. Iz izracuna poligona vemo, da gre postopek takole:

o Izra¢un smernega kota 1%, ki ga izra¢unamo na osnovi smernega kota v% in priklepnega kota
Bc. Enacba se glasi:

VS = vl + Bo — 180° (1-73)

Smerni kot na izbrani tocki v poligonu proti njeni naslednjici izracunamo tako, da uporabimo
smerni kot na tocki predhodnici in priklepni kot na izbrani tocki do naslednjice. Zacetni smerni
kot poligona izracunamo iz danih tock A in B, tako da se zgornja enacha v celoti zapise kot:

YB — Ya
T — XA

c

VS = vh + Bo — 180° = arctan + B — 180° (1-74)
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Tu je pomembno, da vidimo, da se smerni kot v/ izracuna iz $tevilnih koli¢in, to so: koordinate
tocke A(ya,x4) in B(yp,zp) ter priklepnega kota [¢.

o Izracun razlik koordinat od tocke B do totke C(y$,2%), ki sledi pretvorbi iz geodetskega
polarnega v geodetski karteziéni koordinatni sistem. Velja:
y$ = desinv§

(1-75)

25 = de cos Vg

(Oznaki za razliko koordinat sta podani brez znaka A, da se ne zamenja s pravim pogreskom.)

o Izracun koordinat tocke C' (yc, xc):
yo =ys + Y5 re = rp + 1 (1-76)

Ce sedaj vse skupaj sestavimo in zapisemo koordinate tocke C' (y¢, z¢) tako, da bomo na desni strani
enacaja imeli samo osnovne podatke (iz naloge), potem velja:

Yo = yp + dosin (arctan Y5 YA + Be — 180°>
) (1-77)
o = xp + dc cos (arctan B I4 4 Bo — 180°>
rB —TA
Zgornji dve enachi predstavljata izhodis¢e za izracun rezultatov podane naloge. Resili pa jo bomo

na dva nacina, v enem koraku in v dveh korakih. Razlike bodo pojasnjene sproti.

1.9.1 Resitev v enem koraku:

Izhajamo iz postopka prenosa pravih pogreskov, kot smo ga vajeni:

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovanj
x in vektor pravih pogreskov Ax.
Pregledamo, kateri podatki imajo podane prave pogreske in ugotovimo, da jih je 6 (n = 6), in
sicer; koordinate obeh danih tock A in B ter obe opazovanji v poligonu, priklepni kot (¢ in
dolzina do. Vektorja opazovanj x in pravih pogreskov Ax sta zato velikosti 6 x 1:

de Adg
Be Apc
A
x=| Y4 Ax = va (1-78)
TaA Az,
YB Ayp
rB Axp
2. Dolo¢imo vse nase neznanke y;, (j =1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.

Naloga od nas zahteva, da izracunamo dve koordinati (m = 2) tocke C torej yc in x¢. Vektor

y = [ vo ] (1-79)

Tc

neznank y je podan z:
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3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izracuna na osnovi opazovanj x; (i =

1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(x1, 22, 3,...,2,).
Izhajamo iz obeh enacb (1-77) za izracun koordinat tocke C', torej:

YB — YA
rp —TA

Yo = yp + dcosin (arctan + Be — 180°>
(1-80)

o = xp + do cos (arctan Y594 + Be — 180°>
rBp —TA

4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izracun uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Uporabimo numeri¢ne vrednosti opazovanj in uporabimo zgornje enacbe za izracun neznank
(za smerni kot pravilno upostevajte kvadrante!):

_|ve | _ 461433.541m (1-81)
Y7 2 100 617.082m
5. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti

m X n.
Ker imamo dve neznanki (m = 2) in Sest opazovanja (n = 6), je matrika J dimenzije 2 x 6 in
ima obliko:

ddg  0Bc Oya Oxa Oyp Oxp
Jdrg  Ozxzg Odxo Oze Oxe Oz
ddg  0Bc Oya Oxa Oyp Oxp

_[0.44721 67.08204  0.26833  0.53666 0.73167 —0.53666

{89_0 dyc  dyc  dyc  dyc 3@/_01
(1-82)
0.89443 —33.54102 —0.13416 —0.26833 0.13416 1.26833

Na kratko o tem, kako se racuna parcialne odvode. Enostavna sta prva dva parcialna odvoda
v prvi vrstici, saj velja:
dyc . dyc

9de sin vy 9 de cos v (1-83)

pri ostalih se pa malo zakomplicira, uporabiti je potrebno ti, “¢ebulno” pravilo, saj npr. odvod
po y4 pomeni prvo odvod sin, nato arctan, potem pa Se ulomka, kjer je nasa spremenljivka v
Stevcu (predznak pa je minus):

0 1 -1
e _ de cosv§ - 5 (1-84)
Oya 1+ (M) TR —TA

IB—TA

Podobno se odvaja Se po ostalih spremenljivkah, vidi pa se, da se odvodi po vseh stirih koor-
dinatah tock A in B spreminajajo samo po zadnjem ¢lenu (preverite sami).

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay; za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Naredimo matri¢ni produkt J - Ax in dobimo:

Aye ~0.037m
A = = . A = ]_,
Y l Az ] Joax l 0.085m ] (1°85)
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7. Izracunamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Na koncu samo Se sestejemo:

?=y+Ay=lyC]+ (1-86)

Tc

Ayc | [ 461433.504m
Aze | | 100617.167 m

1.9.2 Resitev v dveh korakih:

Pri resitvi v dveh korakih, bomo v prvem koraku izracunali smerni kot % in njegov pravi pogresek
AvE. V drugem koraku pa bomo izra¢unali koordinati yc in z¢ ter pripadajoca prava pogreska Ayc
in Aze. Kaj s tem pridobimo, ko racunamo v dveh korakih? Odvodi obeh koordinat po opazovanjih
bodo veliko bolj enostavni.

Korak 1: Izracun v% in Av?

Prenos pravih pogreskov za izracunan smerni kot je detajlno opisan v primeru poglavja 1.7, z na-
slovom Primer 6 — Geodetski kartezi¢ni / polarni koordinatni sistem, zato bomo tu zapisali samo
rezultate:

1. Vektorja opazovanj x in pravih pogreskov Ax sta velikosti 4 x 1:

Ya Aya
x=| Ax = AT (1-87)
YB Ayp
rB Axp
2. Vektor neznank y je:
y = [v5] (1-88)
3. Smerni kot v/¥ se izracuna kot:
B _ arctan 22— Y4 1-89
v, = arc aan_xA ( )
4. Izracunana neznanka je:
y = vh =116°33'54.2" (1-90)
5. Matrika J je dimenzije 1 x 4:
J— |: o ol ok ok :|
L Oya Oza dyp Ozp (1-91)
=[0.004 0.008 —0.004 —0.008 |
6. Naredimo matri¢ni produkt J - Ax in dobimo:
Ay = Avh = 578" (1-92)

Konéni rezultat koraka 1 je torej: v§ = 116°33'54.2”, ki ima pravi pogresek Avf = —57.8".
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Korak 2: Izracun koordinat tocke C(yc,z¢) s pripadajoc¢imi pravimi pogreski (Ayc, Azc)

Pri prenosu pravih pogreskov izhajamo iz enacb (1-77), ki jih lahko poenostavimo, saj smo v koraku
1 izra¢unali smerni kot v in pripadajo¢ pravi pogresek Av%:

Yo = yp + dcosin (Vf + Be — 1800)

(1-93)
To = xp + dco cos (Vf + B — 1800)

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovanj
X in vektor pravih pogreskov Ax.
Pogledamo, kaj nastopa v enac¢bah (1-93), kar ima podane prave pogreske. Ugotovimo, da
jih je 5 (n = 5), in sicer; koordinate tocke B, smerni kot v% ter obe opazovanji v poligonu,
priklepni kot ¢ in dolzina ds. Vektorja opazovanj x in pravih pogreskov Ax sta zato velikosti

5 x 1: i i i i
de Adg
Be Apc
x=| ¥ Ax = | Avf (1-94)
YB Ayp
L B ] L Ax B |
2. Doloc¢imo vse nase neznanke y;, (j =1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.

Naloga od nas Se vedno zahteva, da izra¢unamo koordinati (m = 2) tocke C, torej yo in x¢.

y = [ ve ] (1-95)

Vektor neznank y je podan z:

o
3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izra¢una na osnovi opazovanj z; (i =
1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(x1, 22, 3,...,2,).

Izhajamo iz obeh enacb (1-93) za izracun koordinat tocke C', torej:
Yo = yp + do sin (uff + B — 1800)

(1-96)
To = xp + dc cos (Vf + B — 1800)

4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izracun uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Uporabimo numeri¢ne vrednosti opazovanj in uporabimo zgornje enacbe za izra¢un neznank
(za smerni kot pravilno upostevajte kvadrante!):

Yo 461433.541m
Y l e ] l 100617.082m (1-97)
5. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti

m X mn.
Ker imamo dve neznanki (m = 2) in pet opazovanja (n = 5), je matrika J dimenzije 2 x 5 in
ima obliko:
J= ddce 9Bc al/E oyp orp
| fzc Ozc Oz Ozc  Ozc

dde 9Bc 81/5 oyp orp

0.44721 67.08204 67.08204 1 O
0.89443 —33.54102 —-33.54102 0 1

dyc Oyc Oyc Iyc 8yc]

(1-98)
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Parcialni odvodi so tu veliko bolj enostavni, po koordinatah sta po zadnja dva v vsaki vrstici.
Ker v oklepaju funkcij sinus in kosinus ni ve¢ koordinat, je dela veliko manj kot v primeru, ko
vse delamo v enem koraku.

. Izrac¢unamo prave pogreske neznan . za vse neznanke = J - Ax in doprinose Y

6. [ ki k Ay; ke, A J-A d AL Y;
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Naredimo matri¢ni produkt J - Ax in dobimo:

Ayc ] 7. Ax — [ —0.037m ] (1-99)

AV =
Y= Aze 0.085 m

7. Izrac¢unamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Na koncu samo Se sestejemo:

Y:y+Ay:lyC]+ (1-100)

Zc

Ayc | | 461433.504m
Aze | | 100617.167m
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1.10 Primer 7 — Zunanji urez

Dani sta dve tocki, in sicer A(ya,z4) = (10m,0m) in B(yg,zp) = (100m,0m). Do nove tocke
T(yr, xr) smo izmerili dva kota, in sicer a = 30° in § = 45°, za oba pa imamo podana tudi prava
pogreska (Aa = —45" in A = 30”), kot to prikazuje slika 1-12. Izracunajte koordinati (yr in x7)
tocke T, prava pogreska koordinat (Ayr in Azr), prave koordinate (g7 in Tr) tocke T' in doprinose
pogreskov obeh opazovanj na obe koordinati (A,yr, Agyr, Aszr, Agzr).

T
T

Slika 1-12: Opazovanja zunanjega ureza za doloc¢itev koordinat tocke T’

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovanj
X in vektor pravih pogreskov Ax.
Podani sta dve opazovanji, oba merjena kota « in (8, saj imamo samo za njiju podana prava
pogreska A« in AS. Vse koli¢ine moramo pretvoriti v radiane, vektorja opazovanj x in pravih
pogreskov Ax sta velikosti 2 x 1 in imata obliko, kot prikazuje enacba (1-101).

o 0.523 598 8 A« —0.0002182
* lﬁ] l0.7853982] * lM] l0.0001454 ] (1-101)
2. Doloc¢imo vse nase neznanke y;, (j = 1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.
[zrac¢unati moramo koordinate tocke 7', torej imamo m = 2 neznanki. Vektor neznank y ima
obliko:
y = l T ] (1-102)
T
3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izracuna na osnovi opazovanj x; (i =
1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(z1, 22, 23, ..., Ty).

[zracun neznank sledi poteku izracuna zunanjega ureza. Ker pa imamo poenostavljen primer,
saj tocki A in B lezita na osi y (imata enako koordinato x), je postopek malo lazji. Prvo
izracCunamo stranico a, ki predstavlja dolzino med tockama A in T'. Iz sinusnega izreka dobimo:
sin 3
a=dyg——— = 65.885m 1-103
AB sin(a + f3) ( )
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Koordinate tocke T izracunamo tako, da izhajamo s tocke A, uporabimo stranico a in kot a.
Velja:

cos asin 8
sin(a + )
sin «rsin 3
sin(a + f3)

Yr = Ya +acosa = dap
(1-104)
Ty =24 +asino = dap

4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izracun uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Uporabimo enac¢bi (1-103) in (1-104) ter vrednosti opazovanj iz navodil in dobimo:

yr = 67.058 m
(1-105)
rr = 32.942m
5. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti

m X n.
[zrac¢unati moramo vseh 2x 2 parcialnih odvodov. Oblike parcialnih odvodov so enake (preverite
samo, da so pravilni!):

Oyr  —duap sin2p3 Oyr dap sin2a
oa 2 si.nz(a +8) 08 2 sinz'((;c + ) (1-106)
Oxr sin® 8 Oxr sin” «

Do dABsiHQ(oz +5) op - dABsiHQ(oz +5)

Jakobijeva matrika J je enaka:

da B
Jxr Ozr

(1-107)

oyr  dur
J:{ 48231 24.115

- l —48.231 41.769 ]

do. 0B

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay; za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Uporabimo Jakobijevo matriko J (enacba (1-107)) in vektor pogreskov opazovanj Ax (enacba
(1-101)) in dobimo:

(1-108)

Ay:J~AX:l 0.0166m]

—0.0070 m

Doprinose pravih pogreskov posameznih opazovanj na vse neznanke dobimo s produkti parci-
alnih odvodov in pravih pogreskov opazovanj. Vse kombinacije imajo vrednosti:

0 0
Agyr = T Aa = 0.0105m Agyr = YLAB = 0.0061 m
oo ap
Agzp = a—aTAO‘ = —0.0105m  Agzp = a—ﬁTAB = 0.0035m
7. Izracunamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Na koncu izracunamo Se koncne, prave vrednosti neznank:
— yr 67.074 m
= Ay = = 1-11
y=y+tay lm] l32.935m (17110
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1.11 Primer 8 — Povrsina zakljucenega poligona

Dolociti zelimo povrsino parcele S, kjer smo z geodetskimi metodami dolocili koordinate stirih tock,
kot to prikazuje slika 1-13. Koordinate tock so 77 (y1,21) = (10m, 10m), T5(ys, x2) = (60 m, 20 m),
T5(ys, x3) = (80m, 60m) in Ty(ys, x4) = (25 m, 75m), podane pa imamo tudi prave pogreske vseh ko-
ordinat, in sicer (Ayy, Azy) = (0.010m, —0.020 m), (Ays, Azy) = (—0.015m,0.020 m), (Ays, Axsz) =
(0.005m, —0.005m) in (Ays, Axy) = (—0.020m,0.010 m). Izracunaj povrsino parcele S, njen pravi
pogresek AS in pravo povrsino S. Kaksni so doprinosi pogreskov posameznih opazovanj (koordinat
tock) na izracunano povsino?

x Ty(ya, v4)

T3(?J3, 1‘3)
e e e e e el e e e e e o — — — — — — — — ———— .'J

U e 5y n
T (yo, x2)

|
T

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

|
|
|
|
|
|
T

Y
Slika 1-13: Dolo¢itev povrsine iz koordinat tock poligona

Postopek izra¢una pri prenosu pravih pogreskov:

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovanj
x in vektor pravih pogreskov Ax.
Iz podatkov je razvidno, da moramo izracunati povrsino S iz koordinat stirih tock, torej n = 8.
Vektor opazovanj x in pripadajoci vektor pravih pogreskov opazovanj Ax sta:

fy ] [ 10.0m ] Ay ] [ 0.010m ]
1 10.0m Az —0.020 m
Yo 60.0 m Ay —0.015m

< — Ty | _ 20.0m Ax — Ao _ 0.020 m (1-111)

Us 80.0m Ays 0.005m
x3 60.0 m Axs —0.005m
Y4 25.0m Ayy —0.020 m

K | 75.0m | | Azy | | 0.010m |

2. Dolo¢imo vse nase neznanke y;, (j =1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.

Iz naloge je razvidno, da je potrebno izracunati povrsino parcele (poligona) S, zato je stevilo
neznank enako m = 1. Vektor neznank y je podan z:

y=[5] (1-112)
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3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izracuna na osnovi opazovanj x; (i =
1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(x1, 22, 3,...,2,).
Za resitev naloge moramo prvo vedeti, kako se izracuna povrSina zaklju¢enega poligona na

osnovi koordinat tock poligona. Pa podan primer, ko imamo 4 tocke, se enacba glasi:

S = 2(31 — o) + 32) + = (2 — ys) (2 + 73)+
2 2 (1-113)
5(113 — ys) (23 + 14) + 5@4 — Y1) (24 + 1)

Kako pridemo do resitve iz enacbe (1-113)7

4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izrac¢un uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Za izracun povrsine S iz enacbe (1-113) uporabimo numeri¢ne vrednosti opazovanj iz enacbe
(1-111) in dobimo:
S = 2800.00 m* (1-114)

5. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti
1

m X m.
Parcialni odvodi enacbe (1-113) po vseh koordinatah (opazovanjih) imajo, po krajsi matema-
tiéni akrobaciji, obliko:

0S Ty — X4 oS Yo — Ya

9 — _o7. — — 17

o > 750m e . 750m

05 _B=T _ o5 00 05 _ =Y _ 3500m

Yo 2 O 2 (1-115)
05 4=y _ pneq 05 _ M=% _qy750m

dys 2 T Oxy 2

0S 1 — 14 oS Y1 —Ys

o 5 5.00m o . 35.00 m

Matrika J je velikosti m x n =1 x 8 in ima obliko:

J=| 95 95 05 95 05 95 095 95 | _
T | Oy1 Ox1 Oy2 Oxz Oyz Oxz Oys Oxa

{—27.50m —1750m 25.00m —-35.00m 27.50m 17.50m —25.00m 35.0(8@1}]6)

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay; za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
Rezultat z matriénim produktom J - Ax ima obliko:

Ay =AS=1J -Ax = —0.10m? (1-117)
Produkti posameznih parcialnih odvodov iz enacbe (1-115) s pripadajo¢imi pravimi pogreski iz

enacbe (1-111) predstavljajo doprinos posameznega pravega pogreska opazovanja k koncnemu
pravemu pogresku neznanke. Za vsako opazovanje tako dobimo:

Ay S = —-0.275m Az;S = 0.350m
AysS = —0.375 AxyS = —0.700
v - 2 - (1-118)
AysS =0.138m Ax3S = —0.088 m
AyyS = 0.500m AzyS = 0.350m
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7. Izracunamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Za izrac¢un prave vrednosti povrsine S priblizni povrsini S iz enacbe (1-114) pristejemo pravi
pogresek AS iz enacbe (1-117) in dobimo:

S =S+ AS =2799.90 m* (1-119)
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1.12 Primer 9 — Pogresek polozaja satelita GNNSS

Podane imamo koordinate bazne tocke B v ravninskem koordinatnem sistemu, in sicer B(xpg,yp) =
(100m, 100m), do nove toc¢ke R pa imamo podani komponenti baznega vektorja r = (2%, y%) =
(1000 m, 1000 m). Podane pa imamo tudi koordinate satelita S, ki je oddaljen od obeh tock priblizno
22000 km, in sicer S(zg,ys) = (500m, 22 000000m). Ce poznamo pravi pogresek koordinat satelita
Azg = 20m in Ays = 15m, izracunaj razdalji d in d% in njuna prava pogreska Adz in Ad3.
Izracunaj tudi razliko D = d% — d% in njen pravi pogresek AD.

Y

| | | | | | | |
T T T T T T T T

x
Slika 1-14: Prikaz polozajev tock B, R in S in iskanih neznank

Naloga prikazuje poenostavljeno situacijo pri izmeri GNSS, ko upostevamo opazovanja GNSS na
dveh tockah (z B oznafimo dano, “bazno”, tocko in z R novo, “rover”, tocko) z enega satelita
S. Vse tri tocke lahko obravnavamo v ravnini, v kateri lezijo. Sama naloga je enostavna, imamo
dolzini od satelita do obeh tock, njuna razlika, ki jo boste v visjih letnikih pri obravnavi GNSS
oznacdili kot enojna (fazna/kodna) razlika, pa ima zelo pomembno vlogo v obdelavi opazovanj GNSS
za kakovostno dolocitev koordinat tock.

1. Pridobimo opazovanja x; in njihove pogreske Az;, (i = 1,...,n). Sestavimo vektor opazovan]
X in vektor pravih pogreskov Ax.
Iz naloge vidimo, da so podatki koordinate treh tock, to so B, R in S, a pravi pogreski so podani
le za koordinati tocke S, zato imamo n = 2. Vse ostale koordinate (tock B in R) obravnavamo
kot konstante. Vektor opazovanj x in pripadajoci vektor pravih pogreskov opazovanj Ax sta:

| ¥ | _ 500.0 m Ax — Axg _ 20.000 m (1-120)
Ys 22000000.0 m Ayg 15.000 m

2. Dolo¢imo vse nase neznanke y;, (j =1,...,m). Sestavimo vektor neznank y.
Zanimata nas dve dolZini, to sta d3 in d3 ter njuna razlika D = d3 — d%. Stevilo neznank je
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zato enako m = 3, vektor neznank pa ima obliko:

S
dg
y=|d% (1-121)
D
3. Za vsako neznanko y; (j = 1,...,m) dolo¢imo, kako se izracuna na osnovi opazovanj x; (i =
1,...,n). Dolo¢imo vse funkcijske povezave y; = f(x1, 22, 3,..., 7).

[zra¢un vseh neznank na osnovi opazovanj je podan z:

dz = \/(905 —2p)* + (ys — yn)?
a5 = /(@s — (25 +25))? + (vs — (us +y))’

D =d—df = \/(ws — (w5 +28)2 + (ys — (y + yB)? — /(s — 25)? + (ys — yp)?
(17122)

V enacbi (1-122) je polozaj tocke R podan preko polozaja tocke B in komponent baznega
vektorja r.

4. Izracunamo “priblizne” vrednosti neznank in s tem dobimo vektor y. Za izracun uporabimo
priblizne vrednosti opazovanj (x).
Da izrac¢unamo “priblizne” vrednosti neznank iz enacbe (1-122) uporabimo merjene vrednosti
opazovanj iz enacbe (1-120). Dobimo:

d3 = 21999 900.0036 m
d3 = 21998 900.0082 m (1-123)
D = —999.9955 m

5. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti
1

m X n.

Vse enacbe (neznanke) iz enacb (1-122) odvajamo po obeh opazovanjih in sestavimo matriko

J. Parcialni odvodi imajo na koncu obliko:

ods, x5 — g ady  ys — ys

ors  d3 dys  dj

0di, _ws—(zp+of)  Od5 _ ys— (ys+yh) (1-124)
8IS d% 8ys d%

oD 0dj  Od3, 0D 0df,  dd3

Ovs  Ovs  Oxs Oys — Dys  Oys

Matrika J je velikosti m x n = 3 X 2 in ima obliko:

1.8181900824 x 107 9.999999998 3 x 107!
J = —2.7274090967 x 10~° 9.999999996 3 x 10! (1-125)
—4.5455991791 x 1075 —2.066 4726200 x 10~1°

6. Izracunamo prave pogreske neznank Ay, za vse neznanke, Ay = J - Ax in doprinose (A,,y;)
posameznih pravih pogreskov opazovanj (Az;) na posamezen pravi pogresek neznank (Ay;).
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Rezultat z matriénim produktom J - Ax ima obliko:

Ad3, 15.000 36 m
Ay =JAx = | Ad}, | = | 14.99945m (1-126)
AD —0.00091 m

7. Izrac¢unamo prave vrednosti neznank y =y + Ay.
Prave vrednosti neznank nas tu ne zanimajo.

Da ugotovimo, zakaj je ta naloga pri GNSS tako pomembna, je potrebno analizirati rezultate iz
enacbe (1-126). Ko ra¢unamo dolZino med dvema toc¢kama (kot sta to d% in d3%), se pravi pogreski
koordinat to¢k neposredno prenesejo na prave pogreske dolzin. Ce bodo pogreski koordinat na nivoju
metrov, potem bodo tudi pravi pogreski izracunanih dolzin na nivoju metrov. Pri tretji neznanki,
ki predstavlja razliko dolZin d%, in d% od obeh tock na Zemlji do satelita, pa vidimo, da je pravi
pogresek manjsi od milimetra. Pogresek polozaja satelita se je s tem, ko smo izracunali razliko
D = d3, — d3, skoraj izni¢il. A to je mozno samo zato, ker so sateliti zelo oddaljeno od povr§ja Zemlje
(okoli 22000 km) in ko sta tocki B in R relativno blizu (to pomeni pod 100 km). Ko so tocke narazen
za ve¢ kot 1000 km, se napaka v polozaju satelita izkaze tudi pri koli¢ini D, a Se vedno v manjsi meri
kot pri obeh dolZinah (d3 in d3).

V primeru izmere GNSS merimo razdalje med sateliti in tockami na Zemlji (na katere postavimo
instrumente GNSS). Polozaje satelitov je zelo zahtevno dolo¢iti z natanénostjo na nivoju centimetrov,
zato so ti podatki znani Sele pri naknadni obdelavi, z zakasnitvijo treh tednov. V realnem casu
dobimo polozaje satelitov na nivoju nekaj metrov. A vseeno lahko z geodetskimi inStrumenti GNSS
dolo¢imo koordinate tock na centimetrskem, celo milimetrskem nivoju natancnosti. To je mozno
le, ko za dolocitev (relativnih) koordinat (med toc¢kami) uporabimo razlike izmerjenih razdalj med
tockami in sateliti. Temu se rece relativna dolocitev polozajev in je standard pri uporabi GNSS ze
od zacetka 80-ih let prejsnjega stoletja.
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1.13 Primeri — dodatno

1. V slepem poligonu poznamo polozaj in prava pogreska polozaja tock A in B v drzavnem koor-
dinatnem sistemu:
A(ya,za) = (456200.00, 105204.00); Ays = Azy = 0.0lm
B(yg,xp) = (456201.00, 105205.00); Ay = Azg = —0.01 m
Opazovali smo Se lomni kot § = 225°00" (AS = 10') in dolzino d = 2.00 m (Ad = 0.05 m)
proti tocki C. S pomocjo prenosa pravih pogreskov ocenite pravi pogresek polozaja tocke C
(Ayc in Aze) in dolocite pravi polozaj tocke C' (y¢o in z¢). Prikazite tudi, kaksni so doprinosi
pravih pogreskov posameznih opazovanj (Aya, Aza, Ayp, Azg, Ad, Af) na pravi pogresek
vsake neznanke (A, yo, Az, yo, Aypyc, Dupyo, Daye, Dgyc, Ny, 2o, Ny, xo, Nypzo, Dppte,
Adﬂfc, Aﬁl’c).

Slika 1-15: Naloga 1

RESITEV: yo = 456203.00m, zc = 105205.00m, Ayc = 0.04m, Aze = —0.0158m, A, ,yc =
0.0m, A, yc = 0.0m, Ay yc = —0.0lm, Ay yc = 0.0m, Agyc = 0.05, Agyc = 0.0m,
Ay, e = 0.0lm, A, z¢ = —0.0lm, Ay,zc = 0.0lm, A, z¢ = —0.02m, Azzc = 0.0m,
Ag[L‘C = —0.0058m.

2. Velikost radija R parcele, ki ima obliko polkroga, smo dolo¢ili s 40-metrskim merskim trakom
in dobili vrednost 36.15 m. Kasneje smo ugotovili, da je merski trak 3 cm daljsi. Lastnik je
zelel parcelo razdeliti na tri enake dele tako, da bodo imeli obliko kroznega izseka z radijem R.
Koliko znasa dejanska povrsina posameznega dela? Koliko bi znasala povrsina parcele, ki bi jo
dolo¢ili z 40-metrskim merskim trakom, ki je 5 cm prekratek (enaka vrednost opazovanj)?

Slika 1-16: Naloga 2

RESITEV: 1.)] = 40.03m, Al = 0.03m, AR = 0.0271m, S = ™ = 684.251m? Ag =
1.0264m2. 2.) = 39.5m, Al = —0.05m, AR = —0.0452m, S = =& — 684.251m?, Ag =
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—1.711m?.

3. Premico v ravnini smo dolo¢ili tako, da smo dolocili koeficienta k in n: & = 1.5, Ak = 0.1,
n = 3, An = 0.2. Dolodi ordinato tocke T', katere abscisa znasa 1! Izracunaj pogresek dolocitve
ordinate te tocke! V tocki T smo postavili pravokotnico na premico in na njej odmerili 2 enoti
navzdo. Doloc¢i koordinati zp in yp nove tocke P ter njuna prava pogreska Axp in Ayp!

y=kxr+n

IET:].

Slika 1-17: Naloga 3

RESITEV: yr = 4.5, 2p = 2.6641, yp = 3.3906, Ayr = 0.3, Azp = 0.0341, Ayp = 0.351.

4. V slepem poligonu poznamo polozaj in prava pogreska polozaja tock A in B v drzavnem koor-
dinatnem sistemu: A(ya,z4) = (456200.00, 105204.00)m; Ays = Azy = 0.05m; B(yp, xp) =
(456201.00, 105205.00)m; Ay = Azp = 0.0lm. Opazovali smo se lomni kot § = 225°00
(A = 5) in dolzino D = 2.00 m (AD = 0.05 m) proti tocki C. S pomocjo prenosa pravih
pogreskov (totalnega diferenciala) ocenite pravi pogresek smernega kota Avg in dolocite pravi
smerni kot y_g. Kaksni so doprinosi pravih pogreskov posameznih opazovanj na koncen pravi
pogresek smernega kota AvZ?

Slika 1-18: Naloga 4

RESITEV: v§ = v§ + 5 =270°, AvE =5, A, vE = —85.9, A, ,vE =859, A, vE =172,
A v =172 AgvE =5

5. Dani sta tocki A(xa,ya) = (0.00, 0.00)m, (Azs,Ays) = (0.00, 0.00)m in B(zg,yp =
(25.00, 0.00)m, (Azg,Ayg) = (0.00;0.00)m. Od tocke B smo dolocili kot f = 60° proti
tocki B’, ki lezi na kroznici z radijem AB/2. Kot smo dolo¢ili s pravim pogreskov A3 = —0.5'.
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S prenosom pravih pogreskov dolocite polozaj tocke B’ (23, yz) ter prava pogreska polozaja
tocke B’ (Ax'y, Ayz). Pozor: trikotnik ASBB’ ni enakostranicni!

Slika 1-19: Naloga 5

RESITEV: z5 = 18.750m, yp = 10.825m, Azp = —3.1mm, Ayp = 1.8mm.

6. S postopkom trigonometri¢nega visinomerstva smo od dane tocke A (H4 = 321.00 m) opazovali
zenitno razdaljo z = 45° ter posSevno dolzino D; = 7.07m do tocke T'. Od tocke T" smo opazovali
posevno dolzino Dy = 10.00m in horizontalno dolzino D3 = 6.00m do tocke C'. S prenosom
pravih pogreskov dolocite prava pogreska visin in pravi visini tock 7" in C'. Zenitno razdaljo smo
izmerili s pravim pogreskom Az = —30”, medtem ko smo dolZzine opazovali z istim merskim
trakom; slo je za 30-metrski merski trak, katerega prava vrednost je znasala 30.05 m.

Slika 1-20: Naloga 6

RESITEV: [ = 30.05m, Al = 0.05m, AD; = 0.0118m, ADy = 0.0167m, AD; = 0.010m,
Hr = 325.9992m, He = 317.9992m, AHyr = 9.1lmm, AHe = —4.3mm, A,Hy = 0.7mm,
Ap, Hpr = 83mm, Ap,Hr = Ap,Hr = 0.0mm, A,He = 0.7mm, Ap, He = 8.3mm, Ap,Ho =
—20.8mm, Ap,Hyr = 7.5mm.

7. Od dane tocke A(ya,z4) = (456200.00, 100300.00)m smo proti tocki B dolocili koordinatni
razliki Ay = 10.00m in Az = 9.80m s 30-metrskim merskim trakom, katerega prava dolzina je
bila 30.05m. Z istim merskim trakom smo opazovali tudi dolzino d = 10.00 m med tockama
B in C. Izmerili smo tudi lomni kot 5 = 225, ki ima pravi pogresek Ag = —1°. S pomocjo
prenosa pravih pogreskov dolocite prava pogreska in pravi vrednosti koordinat tocke C' (y¢,
x¢) ter doprinose pravih pogreskov posameznih opazovanj na prava pogreska neznank.

RESITEV: yo = 456219.9995m, zc = 100309.6990m, Ayc = 3.5lcm, Aze = 19.07cm,
Apayye = 1.66cm, Axyc = 0.0lem, Agye = 1.67cm, Agye = 0.18cm, Apyze = —0.83cm,
Apzxe = 247cm, Agre = —0.02cm, Agze = 17.45¢m.
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Slika 1-21: Naloga 7

8. Med tockama A(ya,za) in B(yp,xp), katerih polozaj je dan v drzavnem koordinatnem sis-
temu, smo s 50-metrskim merskim trakom opazovali koordinatni razliki: Ay = —10.00m,
Ax = 10.00m. Naknadno smo ugotovili, da dejanska dolzina merskega traku znasa 50.080m.
Izra¢unajte dolzino df in oba smerna kota v% ter v4, njihove prave pogreske Ad%, Av% in
Avj ter njihove prave vrednosti d§ in oba smerna kota 7% ter v4.

N

Slika 1-22: Naloga 8

RESITEV: d5 = 14.142m, v§ = 315°, v = 135°, Ad5 = 2.3cm, AvE = Avf = 0°0'0”,

Apyd = Ap,dB = 1.13cm, Apyv8 = Apyvp = —2/45") Ap,v8 = Ap,vpg = 2/45".

9. Podane imamo parametre parabole, in sicer x = [ 0.9 0.76 1.76 ]T (parametri parabole (a,
b in c¢)), za katere pa imamo podane tudi prave pogreske: Aa = 0.022, Ab = —0.069 in
Ac = 0.043. Za dve podani koordinati ;1 = 2.75 in x5 = 5.25 izraCunajte interpolirani

vrednosti y; in ys s pripadajo¢imi pravimi pogreski Ay, in Ays.

RESITEV: y; = 10.65625, y» = 30.55625, Ay, = 0.0196, Ay, = 0.2871.
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