UVOD V MATRICNO ALGEBRO

Sodobna obdelava geodetskih podatkov se izvaja s pomocjo matemati¢nih modelov.
Vecino matemati¢nih modelov pa lahko predstavimo s sistemom matrik. Zato je v teoriji
pogreskov in izravnalnem racunu nujno poznavanje osnov matricne algebre.

Matrike je v matematiko prvi uvdel A. CAYLEY 1857. leta. Izpeljave v matri¢ni
interpretaciji postanejo mnogo bolj pregledne in rezultati so bolj jasni. Poseben pomen je
dobila matri¢na algebra z uporabo elektronskih racunalnikov. Ra¢unalniki tudi delujejo
na osnovi matri¢ne algebre.

Definicija matrike

Matrika je sistem mxn Stevil, ki so razporejena v obliki pravokotnika z m vrsticami in N
stolpci. M in N sta naravni Stevili in predstavljata velikost matrike. Red, velikost,
dimenzija matrike je produkt Stevila vrstic s Stevilom stolpcev matrike: mxn. Matriko
zapiSemo:

& 8, ... G
A= B2 B
8y &y -+ 8m

&y predstvlja element matrike A, ki lezi v i -ti vrstici in k-tem stolpcu.
Ce imamo matriko velikosti 1x1 imenujemo tako matriko skalar.

TIPI MATRIK

1. Kvadratna matrika

Kvadratna matrika je matrika z enakim Stevilom stolpcev in vrstic:

& 8, ... A,
A — a21 a22 te a2n
aTIl anl e ann

V tem primeru predstavlja Stevilo N red matrike A. Elementi a; predstavljajo elemente
glavne diagonale matrike A.

2. Nicéelna matrika

Matriko v kateri so vsi elementi enaki 0, imenujemo ni¢elna matrika. Ni¢elna matrika je
lahko pravokotna ali kvadratna.



3. Diagonalna matrika

Diagonalna matrika je kvadratna matrika, ki ima elemente, ki lezijo izven glavne
diagonale enake O:

d, 0 .. O
o] 0 G ¢
0 0 .. 4,
kjerje d; =0, i#jind; #0, i=], zanekatere alivsei=j.

Diagonalno matriko lahko zapiSemo tudi D = diag(8y1,899,.--,8n)
4. Skalarna matrika

Diagonalna matrika v kateri so vsi diagonalni elementi enaki istemu skalarju se imenuje

skalarna matrika. Za skalarno matriko velja: g; =k, i=jin g; =0, i# ]
k 0 ... 0

0 k
A=l

0

: =diag(k,k,...,k)
0 0 ... k

5. Enotska ali identi éna matrika

Enotska ali identiCna matrika je diagonalna matrika, ki ima elemente glavne diagonale
enake 1. Vedno jo ozna¢imo s ¢rko I

10 ..0
1
| = 0 : 0 =diag(11...,)
00 ... 1

6. Trikotna matrika

Trikotna matrika je kvadratna matrika, ki ima elemente nad (ali pod) glavno diagonalo
enake 0. Matrika, ki ima elemente nad glavno diagonalo enake O je spodnja trikotna
matrika, matrika, ki ima elemente pod glavno diagonalo enake ni€ je zgornja trikotna
matrika.



Zgornja trikotna matrika:

a, a, .. a,
0

A=l T T g =00
0 O .. a

nn

Spodnja trikotna matrika:

a, 0 .. O

a21 a22 o . .
A=| ] . . g =0i<]

Ay Ay - Ay

7. Simetri €éna matrika

Kvadratna matrika je simetricna, Ce velja &;=a;;, za vsak i, .
8, 8, ... &,

a=| % o
ain a2n ce ann

8. PosSevno simetri ¢éna matrika

Kvadratna matrika je poSevnosimetricna, e velja g;=-a;;, za vsak i, j in & =a; =0.

0 a, ... a,
e

-—a, —a, .. 0
Vektorji

Matriko s samo enim stolpcem ali s samo eno vrstico imenujemo vektor. Vektorje
oznacujemo z malimi ¢rkami. Imamo torej vrsticne
a
B . o A
a=[a & ... a,]in stolpicne vektorie a=| *|.

a,

Naziv vektor se obi¢ajno nanaSa na stolpi¢ni vektor. Elemente, ki tvorijo vektor
imenujemo tudi komponente vektorja. Z vektorji lahko sestavljamo matrike.



1. Niéelni vektor

Enako kot pri nicelni matriki je nicelni vektor tisti, v katerem so vse komponente vektorja
enake 0.

2. Enotski vektor

Vektor, ki ima en element enak 1 in vse ostale elemente enake 0, imenujemo enotski
vektor.

1 0 0

0| . 1) . 0
i, = , 1, = , 0, =

0 0 1

3. Vektor enic

Vektor, ki ima vse elemente enake 1, imenujemo vektor enic.
1

1

Iy

MATRICNE OPERACIJE
1. Enakost

Matriki A in B, enakih dimenzij sta enaki, Ce je &; =h;, za vsak i, j. Matrike razlicnih
dimenzij ne morejo biti enake. Za enakost matrik velja:

A=A

Ceje A=B, B=A

¢eje A=B, B=C potem je tudiA=C

2. Vsota matrik

Vsota dveh matrik A in B, ki sta enakih dimenzij je matrika C, katere elementi so
Gj =gj *hj zavsaki in j. Matrik razliCnih dimenzij ne moremo sesStevati. Zakoni, ki

veljajo za seStevanje matrik so:
A+B=B+A (komutativni zakon)
A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C (asociativnostni zakon)

Z nicelno matriko O velja Se:



A+0=0+A=A
A+(-A)=0

kjer je matrika (-A) sestavljena iz elementov (-g;).

3. MnoZenje matrike s skalarjem

Matrika A pomnozena s skalarjem a je nova matrika B, katere elementi so hj; = ag;, za
vsak i in j. ZapiSemo lahko:

B=0A

Za mnozenje matrik s skalarjem veljajo zakoni:

a(A+B)=0cA+aB

(a+BA=aA+[A

a(AB) =(aA)B = A(aB)

a(fA) = (aBA

4. Transponiranje matrike

Transponirano matriko matrike A, dimenzij mxn, dobimo z zamenjavo vrstic in stolpcev
matrike A. Transponirano matriko ozna¢imo z AT.z zamenjavo vrstic in stolpcev v
transponirani matriki postane vrstica i matrike A, stolpec i matrike AT. Transponirana
matrika AT ima dimenzije nx m.

Simetri¢ne, diagonalne, skalarne in enotske matrike imajo to lastnost, da velja AT = A.
Veljajo tudi naslednje zveze:

(A+B)T =AT +BT

(AB)T =BTAT
(CA)T — CAT
(AT =A

5. MnoZenje matrik

Produkt matrike A dimenzije mxk z elementi g; in matrike B dimenzij kxn, z elementi

h;, je matrika C dimenzij mxn, z elementi g;. Element ¢; je:
r=k

G; = Xa,hy, zavsaki in j. To lahko zapiSemo tudi:
r=1

Gj = abyj +a; +...+ahy .

Postopek mnozenja matrike z matriko lahko s prikazemo s shemo:



_ 1 _Cll Clj Cln_
a:il a:12 : a:ik b11 blj bln : : :
S T by - by e by, -

a;; a, - ay 21 2J =/ C; - Cij =Zlairbri e G
: : : : bk b bkn : : :
T B ‘ C c, .

Vedeti moramo, da je potrebno za mnoZenje matrik imeti dve matriki ustreznih dimenzij.
Stevilo stolpcev prve matrike mora biti enako Stevilu vrstic druge matrike.

Za mnozenje matrik veljajo naslednje zveze:

Al =1A=A

A(BC)=(AB)C=ABC asociativnostni zakon
A(B+C)=AB+AC distributivni zakon
(A+B)C=AC+BC distributivni zakon

Zaporedja mnozenja matrik se moramo striktno drzati. V sploSnem komutativni zakon ne
velja tudi ¢e je mnozenje matrik (zaradi njunih dimenzij) mozno izvesti v obeh smereh:
AB # BA

Dodro je vedeti tudi to, da je produkt dveh matrik lahko tudi ni¢elna matrika.

Koristno je vedeti kaj se zgodi pri mnozenju kvadratne matrike A in diagonalne matrike
D:

DA povzrodi, da je vsaka vrstica A; matrike A, pomnozena z odgovarjajo¢im
elementom d,; matrike D

AD povzrodi, da je vsaka stolpec Aj matrike A pomnozen z odgovarjajo¢im elementom
d;; matrike D

Imamo:
A{aﬂ aﬂ} i D{a 0}
Ay Ay 0 B

DA:[aan aaiz} i AD{aaﬂ :8312}
ﬂaZ:L :BaZZ aa21 :Ba22

K mnozenju matrik spada tudi pojem potenciranja diagonalnih matrik z nenegativnimi
elementi. Ce imamo diagonalno matriko D, elementi d; = 0 in skalar y>0, lahko

dolo&imo matriko D’:



d% 0 0
o 2| 0 dk 0

Ceje a>0in >0, velja:
DGD,B - D(a+@
6. MnoZenje vektorjev

Dva vektorjaa in b

& by
SCI.
an b,

lahko pomnozimo na dva nacina. Produkti

ab’,ba",aa’,bb'

se imenujejo diadni produkti. Rezultat takega mnozenja je kvadratna simetricna matrika
dimenzij nxn.

Produkti
a'b,b’aa’ab’b
se imenujejo skalarni produkti. Rezultat takega mnozenja je skalar.

Skalarni produkt vektorja a, ki je a'a predstavlja kvadrat dolzine vektorja. Dolzina
vektorja a je torej:

g=vaa
a'b=+a'avb'b cos¢

Ce je skalarni produkt dveh vektorjev enak 0, sta ta vektorja ortogonalna: cos¢ =0,
@=90".

7. MnoZenje matrike z vektorjem

Rezultat mnozenja matrike A dimenzij mxn, z vektorjem X dimenzij nx1 je novi vektor
y, dimenzij mx1:

Ax =y oziroma xTAT :yT.

8. Bilinearna in kvadratna forma



Produkt vektorja y z dimenzijami mx1, matrike A z dimenzijami mxn in vektorja X z
dimenzijami nx1 se imenuje bilinearna forma:
yTAx=u

Ce je matrika A kvadratna matrika in &e je y =X, imenujemo produkt:
XTAX =
kvadratna forma.

9. Sled matrike

Ce je A kvadratna matrika, je vsota diagonalnih &lenov skalar, ki ga imenujemo sled
matrike A in jo ozna¢imo s:

sed(A) =ay; tag+...+ay,

Iz same definicije je jasno, da je:

sled(A) = sled(A)T

Ce sta matriki A in B enakih dimenzij, ju lahko sestejemo in velja:

ded(A +B) = ded(A) + led(B)

Sled ved&kratnega produkta je neodvisna od ciklinih sprememb elementov produkta. Ce
imamo tri matrike A dimenzij mxn, B dimenzij nx p in C dimenzij pxm.

ded(ABC) = ded(CAB) = ded(BCA)

Ceprav so dimenzije posameznih produktov med seboj razliéne in sicer: dimenzija
prvega produkta je mx m, drugega px p in tretjega nxn.

10. Determinanta kvadratne matrike

Vsaka kvadratna matrika ima poleg sledi dolo€en Se drugi skalar, ki ga imenujemo

31
determinanta matrike A. Za matriko A =[1 2} je determinanta izrazena z |A| = ‘g’ %

Pozorni moramo biti na oglate oklepaje, ki dolo¢ajo matriko in dve navpicni &rti, ki
doloCata determinanto. Determinanto kvadratne matrike dimenzij nxn oznac¢imo z:

&1 o -
A=dea=n % 7
3 S "t g

Determinanto reda n kvadratne matrike dimenzij nx n, lahko dolo€imo s pomocjo
determinant n—1 reda determinant nizjih redov. Pri tem je potrebno vedeti, da je
determinanta matrike velikosti 1x1 enaka vrednosti elementa take matrike. Imamo za
A=[ay], |A=detA=a.

Ce v matriki A dimenzij nxn, bri§emo eno vrstico in en stolpec, dobimo podmatriko
matrike A. Taka podmatrika matrike A je dimenzij (n—1) x (n—1). Determinanto take
matrike imenujemo podderminanta ali minor matrike A in jo ozna¢imo z my;, kjer i in j



predstavljata odgovarjajo€o vrstico in stolpec, ki smo ju izbrisali. Bolj natan¢no lahko
recemo, da je m; poddeterminanta elementa g; v matriki A. V matriki

&, Q, a;
A=lay ay, ay

a31 a32 a33
ima vsak element poddeterminanto. Poddeterminanto elementa &, dobimo tako, da

briSemo prvo vrstico in prvi stolpec matrike A inizraCunamo determinanto podmatrike
dimenzij 2% 2, ki ostane;

— |82 So3

M a32 33

Na enak nacin sta poddeterminanti:
_|G21 B3| . — |1 S
= |n =

Th dg1 8g3 Mha 831 8

Kofaktor G; elementa g; je definiran z:

G =(-)"m,

Ocitno je, da je v primeru, ko je vsota Stevilk vrstice i in stolpca j sodo Stevilo je ¢; =m;
, ko je vsota i + ] liho Stevilo je ¢; = —m;. Determinanto matrike A dimenzij nxn lahko
definiramo kot:

|A| = 841011 + 815012+ +uCin

Lahko povemo, da je determinanta matrike A vsota produktov elementov ene vrstice (ali
stolpca) matrike A in njihovih odgovarjajocih kofaktorjev. Na osnovi te definicije za

matriko dimenzij 2x 2 velja:
Matrika A

A= {aﬂ au}
a21 a22

ima kofaktorje €3 =|a,| = 8, in ¢j5 = —|ay| = —ay;. In determinanta matrike A je:

|A| = 241011 +@15C1 = 85897 ~ 81801
Enako dobimo za determinanto matrike A dimenzij 3x 3 determinanto z izrazom:

|A| = 1 (Bp8a3 — B3dsn) — A2 (3183 — Bp3dsn) + A3(B133 — A03a1)

Enak izraz lahko dobimo tudi s kvadratno shemo.

Nekatere lastnosti determinant omogocajo lazje dolocitev vrednosti determinante
matrike A

1. Determinanta trikotne matrike je enaka produktu diagonalnih  ¢lenov, enako je
determinanta diagonalne matrike je prav tako enaka produktu diagonalnih elementov
2. Determinanta matrike, v kateri je ni¢elni vektor je enaka O (Ce je ena vrstica ali
stolpec enak 0)

3. Determinanta matrike, v kateri sta dva vektorja enaka (vrstici ali stolpca) je enaka 0.
4. Diadni produkt vektorjev ima determinanto enako 0.

5. Determinanti matrike A in matrike AT sta enaki: det A =det A"



6. Zamenjava dveh vrstic ali stolpcev v determinanti spremeni predznak determinante
7. Ce pomnozimo vrstico ali stolpec v determinanti s skalarjem, se vrednost
determinate pomnozi s tem skalrarjem.

8. Vrednost determinante se ne spremeni, ¢e mnogokratnik vrstice ali stolpca
priStejemo ali odStejemo od druge vrstice ali stolpca.

9. Determinanta produkta matrik je enaka produktu determinant posameznih matrik
AL A A=A Al Ay

10. Ce matriko A lahko razdelimo na trikotno matriko, tako da so na glavni diagonali
kvadratne matrike Aj;A5, -+, Al potem velja:

Al = [As]| Az Azl A

(:Ze ima deternimanta matrike vrednost 0, imenujemo tako matriko singularna matrika.
Ce je determinanta matrike razli¢cna od 0, imenujemo tako matriko regularna.

Matriko kofaktorjev C matrike A, imenujemo matriko v kateri je vsak element matrike A
g; zamenjan z ustreznim kofaktorjem ¢;. Matrika kofaktorjev C je enakih dimenzij kot

matrika A.
11. Inverzna matrika

Operacija deljenja matrik ni definirana. Pravzaprav lahko imamo AB=AC, ne da bi imeli
B =C. Posledica tega je, da operacija deljenja matrike z matriko v tem primeru, z
matriko A, ni definirano tudi, ¢e A # 0. Imamo npr.:

20 2 -2 2 -2
A= , B= , C=
4 0 5 3 1 4
kjer je ogitno, da je B # C. Ce izradunamo produkta AB in AC dobimo:
4 —_
AB=AC=
8 -8
Na mestu deljenja matrik je v matricnem racunu postavljen pojem inverzne matrike, ki
ustreza pojmu obratne vrednosti skalarja. Inverzna matrika kvadratne matrike, je v

primeru, da obstaja enoliéno dolodena matrika A%, ki ima naslednje lastnosti:
AAT=ATIA =]

kjer je I enotska matrika. Inverzna matrika je doloCena samo za regularne matrike, to je
tiste, ki imajo det|/A| # 0.

Za inverzijo veljajo naslednje lastnosti:

(AB)1=B"1A"1

(A—l)—l —

(AT )—l — (A—l)T

COREEN
a

Zadnji¢ smo rekli, da je produkt dveh nenicelnih matrik lahko ni¢elna matrika. Sedaj
lahko povemo Se, da mora vsaj ena od matrik A ali B biti singularna matrika, da lahko

10



velja AB=0,A #0,B#0. Torej produkt dveh regularnih matrik ne more biti nicelna
matrika.

Inverzno matriko manjsih dimenzij (2x 2 ali 3x 3) lahko enostavno invertiramo s pomocjo
determinant. Ce je
|A| - determinanta matrike A
‘Aij‘ - poddeterminanta, ki jo dobimo z izpustitvijo i -te vrstice in j -tega stolpca
v matriki A
izraGunamo inverzno matriko po Cramerjevem pravilu:
|A11| _|A21| |A31| —te
-1 :i _|A12| |A22| _|A32| T
|A| |A13| _|A23| |A33| e

Za matriko dimenzij 2x 2 velja:
A—1:|:a11 312]1: 1 [ a,, _a12i|
a ay A8, a8, [Ta; Ay

Invertiranje matrik razliénih oblik

IzraCun inverzne matrike kvadratne matrike vecjih dimenzij zahteva veliko Stevilo
racunskih operacij, zato je invertiranje dolgotrajno in naporno. Nekatere oblike se da
enostavno ali enostavneje invertirati, zato si oglejmo te primere.
Najenostavneje invertiramo diagonalno matriko. Inverzna matrika diagonalne matrike D
je tudi diagonalna matrika A, katere odgovarjajocCi diagonalni elementi so obratne
vrednosti diagonalnih elementov prvotne matrike. Lahko zapiSemo:
A=D1 a; = 1

d

Inverzna matrika trikotne matrike ima na glavni diagonali obratne vrednosti elementov
prvotne matrike, ostali elementi inverzne matrike se izraCunajo po definiciji inverzne
matrike.

Inverzna matrika simetricne matrike je tudi simetricna matrika.

IzraCun inverzne matrike z razstavitvijo matrike na podmatrike

Pogosto nas v dani matriki zanimajo samo doloceni elementi. Matrika, ki jo sestavljajo
izbrani elementi se imenuje blok matrika ali podmatrika. Vsako matriko lahko razstavimo

na nekaj podmatrik, ki jih prav tako kakor matrike ozna¢ujemo z velikimi ¢rkami in
odgovarjajo¢im indeksom. Nesingularno matriko A dimenzij nx n razdelimo v obliko:

11



S m

A :|:All '6‘12j|S
AZl AZZ m

kier je Aj; - sXSApp - SXMA, - MxS Ay, —» mxmin s+m=n. Inverzna matrika AT
obstaja in jo ozna¢imo v odgovorajoci na podmatrike razdeljeni obliki:

A—l:B=|:Bll Blzj|
BZl BZZ

Iz osnovne definicije inverzije imamo AA™ = AB =1, ali v obliki podmatrik:

|:All A12:||:Bll BlZ:| :|:IS o:|
AZl A22 BZl BZZ o l m
kar lahko zapiSemo tudi v obliki:
A11B11+ApBo =1

A11B1o +ApByp =0

AxB1y +ApBy =0
AxnBio+ApByp =1y

PwONPE

Iz tretje enacbe lahko dolo¢imo

—_p-l
B21 = —A2Ax1Bn
Vstavimo v enacbo 1., dobimo vrednost za By;:

-1

- -1
Bu=|An- A12A22A21]
Iz enacbe 4. imamo:

—a-l_p-l
B2 = Az —~AxABr,
kar z enacbo 2. in enacbo za B, daje izraz:

- -1
B1> = ~B1iApAL
Tako smo dobili vse podmatrike inverzne matrike B, razdeljene na podmatrike.
Ce je matrika A simetriéna matrika je A,, = Al, in odgovarjajoge tudi By, = Bl,. Z
razdelitvijo matrike na podmatrike lahko izraCunamo po eno strani inverzne podmatrike

samo tistega dela originalne matrike A, ki nas zanima, po drugi strani pa smo direktno
racunali inverzno matriko podmatrike A,,, ki je v vsakem primeru manjSih dimenzij od

originalne matrike A. Ce na primer izberemo za m vrednost 1 je inverzna matrika Agzl
kar obratna vrednost skalarja. Inverzno matriko lahko odgovarjajoce danim izrazom
dolo€imo tudi z razdelitvijo na vec€ kakor Stiri podmatrike.

12. Rang matrike
Rang matrike A je definiran kot red najvecje deteminante razlicne od O, ki jo lahko
sestavimo iz matrike A, z odgovarjajo€im brisanjem vrstic ali stolpcev. Matrika A ima

rang M, edino ¢e ima najmanj eno nesingularno podmatriko reda m in ¢e nima
nesingularne podmatrike reda viSjega od m.

12



Rang lahko definiramo tudi drugace (pomeni pa isto):

Matrika A, z dimenzijama mxn je sestavljena iz n stolpi¢nih vektorjev:

A=[a; a, ay]

Ti vektorji so linearno odvisni, ¢e velja enacba:

Cay +Cap+--+Cya, = 0

kjer so ¢ poljubne konstante. Ce gornja enagba velja samo za ¢ =C=-=¢,=0,soti
vektorji med seboj linearno neodvisni. Stevilo med seboj linearno neodvisnih vektorjev
imenujemo rang matrike, ki ga oznacimo z r (A). Stevilo med seboj linearno odvisnih
vektorjev imenujemo defekt ranga ali defekt matrike in ga ozna¢imo s ¢rko d. Velja torej
r+d=n.

Pravila, ki veljajo za rang matrike:

1. Pravokotna matrika ima rang, ki je manjSi ali enak man;jsi dimenziji matrike.
Matrika A, dimenzij mxn, kjer velja n<m ima rang r(A) <n.
2. Stevilo linearno neodvisnih vrstic neke matrike A, dimenzij mxnje  enako Stevilu
linearno neodvisnih stolpcev. Rang matrike po vrsticah je enak rangu matrike po
stolpcih. Rang pa ne more biti  vecji od manjSe dimenzije matrike: r(A) < m,n.
3. Kvadratna matrika A reda nxn, kiimaimar(A)=n jeregularna.V  takem
primeru ima matrika det A # 0 in jo lahko invertiramo.
4. Kvadratna matrika A, dimenzij nxn, kiima r(A)<n je singularna. V= takem
primeru ima matrika det A =0 in je ne moremo invertirati. Singularna matrika ima
defekt d=n-r(A).
5. Pravokotna matrika dimenzij mxn, pri kateri je m>n, je regularna po stolpcih, Ce je
r(A) =n. Isto€asno taka matrika ne more biti  regularna po vrsticah.
6. Pravokotna matrika dimenzij mxn, pri kateri je m<n, je regularna po vrsticah, Ce je
r(A) = m. Taka matrika ne more biti isto€asno regularna po stolpcih.
7. Rang matrike dobljene s produktom matrik, ne more prese€i  najmanjSega ranga
posameznih mnoziteljev:

rang(AjALAz - Ay) < minfrang(A;), rang(A,), - ,rangA )|

8. Ceimamo dve matriki A in B, z dimenzijama mxk in kxn, obe z rangom Kk, bo
produkt matrik AB imel tudi rang r (AB) = k.
9. Ceima matrika A, dimenzij mxn rang r(A) = n, bo produkt ATA dimenzij nxn

regularna matrika ranga r(ATA) =n, produkt AAT bo singularna matrika dimenzij mxm
prav tako ranga r (AA") =n.

10. Produkt ATPA bo regularna matrika, ¢e je P regularna matrika.

11. Rang vsote dveh matrik ne more preseci vsote posameznih rangov ~ obeh matrik.

12. Diadni produkt vektorja @, z dimenzijo mx1 in vektorja b z dimenzijo nx1, je
singularna matrika C, ab' =C, z rangom r(abT) =r(C)=1

13. Matrika z ni¢elnim rangom r(A) = 0 mora imeti vse elemente enake 0.

Za dolocitev ranga matrike uporabljamo pravila, ki veljajo za dolocCitev determinante

matrike A.
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13. Lastne vrednosti in lastni vektorji matrike

Za kvadratno matriko A reda n, dolo€amo nenicelni vektor X in skalar A, tako ,da velja:
AX = AX 1.

To nalogo imenujemo problem lastnih vrednosti matrike A. ReSitev naloge je lastna
vrednost A in lastni vektor X.

Gornjo enacbo lahko zapiSemo tudi v obliki:

(A-Al)x=0 2.
kjer je
ay A a, ay,
(A=Al)= ay ay—A - Ay 3.
ay &2 8 -1

karakteristiCha matrika. Enacba 2. predstavlja sistem homogenih linearnih enacb.
Netrivialno reSitev homogenega sistema linearnih enacb (x # 0) dobimo, ¢e velja:
det(A-4Ax)=0 4.

Izraz 4. imenujemo karakteristiCna enacba in jo lahko izrazimo v obliki polinoma n-te
stopnje, ki ga zapiSemo:

by (=) + By (<) 44 =0

kjer je:

b, =1
n

B =@y tagt-+ay, = 'Zﬁi =dled(A)
i=

.bn_r = vsota vseh glavnih poddeterminant matrike A dimenzij r xr
Iy, = det A

Polinom n-te stopnje ima N korenov ali N reSitev. Teh N reSitev predstavlja N lastnih
vrednosti 4; (i =1,2,...,n) matrike A. Za te vrednosti velja netrivialna reSitev (x # 0)
problema lastnih vrednosti matrik. Za lastne vrednosti A;, dobimo z reSitvijo sistema
linearnih enacb:

(A-A)x=0

lastne vektorje x; (i =1,2,...,n). Za vsako lastno vrednost A; dobimo en lastni vektor. V
sploSnem so lastne vrednosti ali kompleksna ali realna Stevila in lastni vektorji ali
kompleksni ali realni.

Ce posamezne lastne vrednosti 4; vstavimo v enacbo (A - Al)x =0, dobimo
odgovarjajoci lastni vektor x; . Karakteristicna matrika (A —Al)

je singularna, njen rang je lahko razlicen.

Ce uvrstimo vse lastne vrednosti v matriko:
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A= 0 A, 0

0 0 - A,
imenujemo tako matriko spektralna matrika. Ce uvrstimo vse lastne vektorje v matriko
S=[s1,5,-Sn]

imenujemo tako matriko modalna matrika.

Problem lastnih vrednosti lahko z modalno in spektralno matriko zapiSemo tudi na
drugacen nacin:
AS=CSEA

Matrika S je regularna, za matriko A pa velja
det A=detA\; ded(A)=sded(A)

Za lastne vrednosti in lastne vektorje veljajo pravila:

- simetricha matrika A, dimenzij nx n, katere elementi so realna Stevila ima vse lastne
vrednosti in lastne vektorje realne. Lastni vektorji simetricne matrike so med seboj
ortogonalni:

X/ x; =0

- Ceje detA=0, bo imela matrika A najmanj eno lastno vrednost. Za matriko, ki ima
defekt d bo d lastnih vrednosti enakih 0.

- Lastni vektorji razli¢nih lastnih vrednosti, so linearno neodvisni.

Primer:

PoiSci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike simetricne matrike.

(Za simetricno matriko smo rekli, da so vse lastne vrednosti realne in lastni vektorji med
seboj ortogonalni)

) 1 2
Matrika A =
2 1

Karakteristi¢ni polinom:

A=) 2 |_ 2 o5 a_

‘ 5 (1_/])—/] 2A-3=0
iz 8esar sledita lastni vrednosti:
Al = _].,AZ = 3

Za A; =-1imamo:

1 2)x| |—-%
[2 J[XJ ) [_ Xj
Oziroma lastni vektor x; = (1,-1)
Za A; =3 imamo:
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1 2| x| |3%
2 i)l
Oziroma lastni vektor x, =(1,1)
Ta dva vektorja sta ortogonalna, ker velja:
XIx,=1-1=0
Lastne vektorje obi€ajno noramliziramo. Za normalizirani vektor velja xiTxi =1. Dobimo

pa ga tako, da komponente vektorja delimo z dolzino vektorja. Normalizirani lastni vektor
Xq je:

4

in normalizirani lastni vektor X, je:
v, = [L i}
* V2 V2
Spektralna matrika S je:
10
S=
0 3
in modalna matrika A:
11
N\ =
i

Vidimo, da velja enakost AS=SA
121 1 |1 1j-1 0 |-1 3
2 1|-1 1| |-1 1/0 3| |1 3|
14. Pozitivno definitna matrika

Zadnji¢ smo omenili kvadratno formo. Rekli smo, da je:

v=x"AX

kvadratna forma, Ce je matrika A kvadratna in simetricna.

Matrika A je pozitivno definitna, ¢e je v>0 za vsak x # 0. Pozitivnho definitno matriko
zapisSemo A >0.

Za pozitivno definitno matriko A je zadostni in potrebni pogoj, da so vrednosti vseh
glavnih poddeterminant matrike A >0:

a, >0, %250, detA=|A[>0.
21 a»

Matrika B:
3 -21
B=({-2 3 1
1 1 4

je pozitivno definitna, ker je:
81=3>0
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3 2_q_ a_ :
‘_2 32‘—9 4=5>0in

|B| = det(B) = 3(11) +2(-9) +1(-5) =10>0

Kvadratna forma v dvodimenzionalnem primeru v sploSnem predstavlja krivuljo druge
vrste. V dvodimenzionalnem primeru imamo:

x"T Ax = b, matrika A je simetrina. Imamo:

all a12 Xl
X, X =b
b %l )]

To lahko zapiSemo:

2 2 _
311X4 + 285X X +8X; =D
Enacba kvadratne forme je v primeru pozitivho definitne matrike elipsa, ki ima svoji osi
nagnjeni proti koordinatnemu sistemu. V geodeziji je za oceno natan¢nosti polozaja
uporabna t.i. elipsa pogreskov, ki jo predstavlja kvadratna forma.

15. Odvajanje matrik

1. Ceimamo dan vektor x=[x, X, - xn]T, katerega elementi so funkcije neke druge

spremenljivke U, je odvod % dan z:

dx,
dx E
du | o,
du

Diferencialna sprememba vrednosti dx vektorja X, je definirana kot:
dx,

dx=| :

dx,

n

2. Ce so elementi matrike A, funkcije (skalarne) spremenljivke U, je odvod 2—'3 dan z:

da, = da,
d_A d:u d:u
du du

3. Ce vektor Yma Predstavija m funkcij, ki so funkcije vektorja x4, je totalni diferencial
vektorja y dan z:
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dy=—

Totalna diferenciala dx in dy, izhajata iz definicije dane zgoraj. Parcialni odvod E

&dx

¥

je matrika dimenzij mxn imenujemo tako matriko Jacobijeva matrika in je definirana

Z:

I
1Ny

Primer:

Imamo vektor y =[

x K x,
FHo Ho  Ha

yl} kier je y; = g +2x, +3x3 in y, = 7—2x5 +5x3.

2

Jacobijeva matrika:

M,
_| &
JW—%
2

¥,
X,
¥,
X,

M
X, |_[1 2 6x
N | |0 -4x, 5
2.8

4. Odvod kvadratne forme
Imamo kvadratno formo u=x' Ax, kjer je A neodvisen od X. Odvod kvadratne forme

po X:
a; &, v A, || X
U:XTAX:[Xl X, - Xn] a,, 22 2n .2
a, Ay v Ay || X,

To lahko zapi8emo: & X2 + 8yyX3 +...+28y X Xp +... 284 Xg X F... + 285 Xo X+

Imamo torej:

1

% = 2ay1Xq + 280 )Xy +... 4280, X, = 2X &y

kierje a; =[ay; a, - ay] prvi stolpec matrike A,

% = 2891 + 289Xy +... +2807%, = 2X &,

kierje a; =[ay @y -+ @&,] drugi stolpec matrike A in tako napre;.
Imamo torej:
A [ﬂ L) ﬁ} = [ZxTal 2x'a, - 2xTan] =2x"[a, a, a,|=2x"A
2 S KZ 2 "
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Lahko pa enostavno odvajamo najprej po prvem vektorju X in nato Se po drugem
vektorju X v kvadratni formi:
;ﬂ =x"A+x"AT =xT(A+AT)=2xTA,
X
ker je A simetri¢na matrika.
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