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1 Opredelitev deformacij

V nekem trenutku poljubno telo v prostoru zavzema neko lego in obliko. Ce na telo deluje zunanja sila,
se telo lahko premakne in zasuka. V takem primeru imamo drugacno lego telesa ob enaki obliki. Opis
nove lege je mozen preko kinemati¢nih ena¢b gibanja tezis¢a in zasukov okoli tezis¢a telesa. Ce telo ne
spremeni oblike, imenujemo telo togo ali nedeformabilno. V primeru, da zunanja sila ne vpliva le na lego
telesa v prostoru, ampak tudi na obliko, potem govorimo o deformacijah telesa in telo oznac¢imo kot
deformabilno telo. Vsebina, ki je predstavljena v nadaljevanju je povzeta po dveh ucbenikih na podrocju
mehanike trdnih teles Srpci¢ (2003) in Stanek in Turk (1998), ki sta bili uporabljeni za studij deformacijske
analize pri geodetskih nalogah v Sterle (2007).

Gibanje in deformiranje obravnavanega telesa opiSemo z dvema koordinatnima sistemoma:

o Mirujoci pravokotni kartezicni koordinatni sistem z osmi x’, y' in 2’. Ta koordinatni sistem je pro-
storski koordinatni sistem in koordinate x’, ¢y’ in 2z’ so prostorske koordinate.

o Gibajoci in deformabilni pravokotni kartezicni koordinatni sistem z osmi x, y in z. Ta koordinatni
sistem je telesni ali materialni koordinatni sistem in koordinate x, y in 2z so telesne ali materialne
koordinate. Koordinatni sistem je na telo pri¢vrscen in se s telesom deformira.

Slika 1 predstavlja obravnavano telo v zacetni (¢t = ty) in trenutni legi (¢ > ty). Prostorski koordinatni
sistem je postavljen poljubno, medtem ko materialni koordinatni sistem izberemo tako, da le-ta v zacetni
legi sovpada s prostorskim koordinatnim sistemom. Tako za zacetni trenutek ¢y velja x = 2/, y = v/

in 2z = 2. Ko spremljamo lego in obliko nekega delca A na povrSini ali v notranjosti telesa, ki se
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Slika 1: Prikaz deformabilnega telesa v zacetni in trenutni legi

v nekem trenutku ¢ premakne v tocko A’, vidimo, da je materialni koordinatni sistem pravokoten le v
zacetnem trenutku, kasneje se deformira skupaj s telesom. V poljubnem ¢asu (t > ty) se koordinatne
osi z,y in z preoblikujejo v prostorske krivulje (niso ve¢ premice) z,y in z, ki medseboj niso pravokotne.
Polozaj tocke A’ se je v prostorskem koordinatnem sistemu spremenil, medtem ko ostaja v materialnem
koordinatnem sistemu enak. Enotski in pravokotni vektorji €, €, in €, se preoblikujejo v vektorje g, g,
in ¢g., ki niso vec¢ enotski in pravokotni. Imajo smeri tangent na krivulje x, y in z. Tako lahko materialne
koordinate vzamemo za oznako delca in gibanje ter deformacije telesa opisemo z referencnim opisom.
Pri referenénem opisu izberemo za neodvisne spremenljivke materialne koordinate telesa x, y in z ter cas
t.

V zacetni legi telesa (t = tg) je polozaj tocke A podan preko prostorskih in materialnih koordinat in velja:

— — —

€y = €y €y = €y €, = €y = x€y + ye, + 2€, (1)

Isti delec ima v poljubnem trenutku (¢ > to) polozaj, ki je s prostorskimi koordinatami podan kot:

P =28, + y'e, +2'e, (2)



Povezava med poloZajem delca v zaetni (7) in trenutni (/) legi je podana preko vektorja premika (),
kjer velja:

—»

=7 4u (3)

Enacba 3 predstavlja izhodis¢no enacbo obravnave gibanja in deformiranja nekega telesa. Glede na refe-
rencni opis gibanja in deformiranja telesa, lahko splosno enacbo gibanja telesa zapisemo kot:

—

TI = f<x7 y7 z? t) = 73('%‘7 y7 z? t) = F_'_ ﬁ(':v’ y7 z? t) (4)

Pomembno je, da vidimo, da je vektor premika u vektor treh elementov u,, u, in u,, ki so vsi odvisni od
stirih parametrov:

u(z,y, z,t) = ( ug (2,9, 2,t) wy(z,y,2,t) u.(x,y,z1) ) (5)

Vse komponente enacb 3, 4 in 5 so funkcije stirih argumentov, materialnih koordinat (x,y, z) in casa (t),
vendar je ¢as v ena¢bah izpuscen, saj predstavlja le zacetno ali neko trenutno stanje. Ce predpostavimo
za funkcijo v enacbah 4 in 5 zveznost, odvedljivost in regularnost, kjer se ohranja zveznost narave telesa,
potem imamo deformacije trdnih teles, kjer so vse deformacije plasticne in zvezne.

V geoderziji se za potrebe doloCevanja deformacij dolocenega telesa (antropogenega objekta, naravnega
objekta, tektonskih plosé¢...) vse morebitne premike tock dolo¢a glede na nicelno izmero. V tem primeru
poznamo obliko nedeformiranega telesa in premike iS¢emo s ponovljenimi izmerami in primerjavo glede na
ni¢elno izmero. Tak nacin opisa deformacij imenujemo Lagrangev opis '

2 Tenzor velikih deformacij

V primeru deformacije telesa se polozaj poljubnega delca telesa A, ki je v zacetni legi podan z radij
vektorjem 7(x,y, z), spremeni v polozaj A’, ki se ga opiSe z radij vektorjem 7/(x,y, z). Slika 2 predstavlja
polozaj delca A in diferencialno obmocje delca A pred in po deformacijah.

'
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Trenutna lega:
t>t,

Zaletna lega:
t=1,

X

Slika 2: Prikaz diferencialnega obmocja neke tocke A v zacetni in trenutni legi

Deformacije opisemo s spremembo razdalje delca B’ od delca A’ glede na razdaljo med delcema A in B
pred deformacijami. Delec B ima v zacetni legi polozaj dolocen z radij vektorjem 7(x + dx,y + dy, z + dz).
V trenutni legi spremeni svoj polozaj v 7:7(:10 + dz,y + dy, z + dz). Razmerje med tockama A in B ter A’
in B’ lahko zapiSemo preko popolnega diferenciala funkcije ve¢ spremenljivk. Za poljubno majhen vektor
v zacetnem in trenutnem stanju velja:

r = gd;,; + &dy + a—dz = e;dr + €,dy + e.dz
Ox dy 0z (6)
dr! — aﬁdx + 8—Tal + a—qdz J.dx + g,dy + g.dz

LObstaja tudi t.i. Eulerjev opis, kjer izhajamo iz deformabilnega stanja telesa



= 7+ u, lahko drugi del enacbe 6 zapisemo kot:

- L ou ou L ou
dr' = <e 8x> dx + < 8_y> dy + (ez + &> dz (7)

Enacba 7 je posledica enacbe 3, ki povezuje trenutno stanje (r (7) 7z zaCetnim stanjem (7) preko vektorja
premika (%), kjer so bazni vektorji g;, i = (z,vy, z), enaki:

Ker iz enacbe 4 sledi r’

or  ou

:ei

ou
+ 5 (8)

—

Deformiranje telesa se opiSe z razliko skalarnih produktov deformiranih (§) in nedeformiranih (€) vektorjev
(razliko dolzin in kotov med njimi pred in po deformacijah). Ker obstajajo trije deformirani (g, gy, g-)
in trije nedeformirani vektorji (€}, €, €,), imamo tako 3 - 3 = 9 razli¢nih moznosti. Tako za poljuben par
lahko zapisemo:

ou ou

I, L ou ou L, ou_, ou,
9i9; — €€ = | € + E ] + = a] — €€ = 8_j€i + Eej —+ Ea—j (9)

Ce oznacimo vrednost v enacbi 9 z 2F;; in zapiSemo skalarno, potem dobimo:

1 - = - —
Eij = B (gigj - €z‘€j) =
1 (0u; Ou; OuyOu, OuyOu, Ou,du, (10)
= (S22t
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Oznake indeksov (i, ) predstavljajo koordinate (z,vy, z). Tako obstaja 9 kolicin: s -

Ey., By, E., in E.,, za katere velja:

B - 1 (8% N Ou, — Ougy Ou, — Ouy 6uy ou, 8uz>
o2\ ox or Or O or Ox 8:10 or
g _ 1 <8uy Ou,  Ouy Ou,  Ouy 8uy ou,, 8uz>
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g — 1 <8uz n Ou,  Ouy Ou,  Ou, 6uy ou, 8uz>
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1 (0u Oou, OuyOu, Ou,Ou ou, Ou,
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Elementi, predstavljeni v enacbi 11, predstavljajo 6 neodvisnih elementov tenzorja deformacij. Tako
predstavljen tenzor predstavlja tenzor velikih deformacij, saj z njim lahko opisemo poljubne deformacije
trdnih teles. Tenzor deformacij je simetricen in ima obliko:

Exx Emy Emz
E=|E, E, E.. (12)
Ez:v Ezy Ezz



2.1 Lastnosti tenzorjev 2. reda

Ker je deformacijski tenzor iz enacbe 12 predstavljen s kvadratno matriko, ga imenujemo tenzor 2. reda.
Glavna lastnost tenzorja je, da opisuje neko koli¢ino (fizikalno, matematic¢no), ki se s premikom in zasukom
koordinatnega sistema ne spreminja. Tenzor 0. reda je skalar in predstavlja skalarno polje v prostoru.
Primer takega polja je lahko temperatura v ozracju, gostota snovi in podobno. Ne glede na tip, izhodisce
in orientacijo koordinatnega sistema, v katerem opisujemo npr. temperaturo, se le-ta ne spreminja v
odvisnosti od koordinatnega sistema. Tenzor 1. reda je stolpi¢na matrika ali vektor in predstavlja neko
vektorsko polje v prostoru, kot npr. teznost, hitrost...Tudi teznost je neodvisna od izbire koordinatnega
sistema. V razliénih koordinatnih sistemih ima razli¢cne komponente, a smer in velikost vektorja v prostoru
ostajata enaki. Tenzor 2. reda (kot npr. deformacijski tenzor T) je predstavljen s kvadratno (simetricno)
matriko in se matri¢no transformira po enacbi:

T = ATA" (13)

Iz enacbe 13 vidimo, da je tudi varianc¢no-kovarian¢na matrika 3, ki opisuje stohasticne lastnosti
skupno porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk, tenzor 2. reda. Tenzor se s premikom in zasukom koordina-
tnega sistema ne spremeni oz. se sama koli¢ina, ki jo opisuje tenzor, ne spremeni. Neodvisnost tenzorja
od premika se imenuje translacijska invariantnost, neodvisnost od zasuka rotacijska invariantnost,
skupno pa se obe imenujeta transformacijska invariantnost. V primeru skalarja, ki je popolnoma
neodvisen od koordinatnega sistema, se le-ta imenuje invariantni tenzor. V primeru tenzorjev visjega
reda se komponente tenzorja z zasukom in premikom koordinatnega sistema spremenijo, ne spremenijo
pa se dolocene funkcije komponent tenzorjev. Te koli¢ine imenujemo invariante tenzorja. V primeru
tenzorja 2. reda, kot sta deformacijski tenzor ali varianc¢no-kovarianéna matrika, poznamo tri invariante
tenzorja, ki jih oznac¢imo z Iy, Is in I3 in dolocajo :

o I;: sled tenzorja sl(T') ostaja nespremenjena in predstavlja prvo invarianto tenzorja 2. reda,

o I5: vsota poddeterminant diagonalnih ¢lenov ostaja nespremenjena in predstavlja drugo invarianto
tenzorja 2. reda,

o I3: determinanta tenzorja det(T') ostaja nespremenjena in predstavlja tretjo invarianto tenzorja 2.
reda.

2.2 Geometrijski pomen komponent tenzorja velikih deformacij

Geometrijski pomen tenzorja velikih deformacij lahko pokazemo preko treh sprememb, ki se pojavijo
v telesu, podvrzenemu deformacijam. Te tri koli¢ine so specificna sprememba dolZine (geodetsko
— sprememba merila), sprememba smeri materialnih vlaken (geodetsko — zasuk) in sprememba
pravega kota (strig). Vse tri geometrijske spremembe opredelimo preko ti. materialnega vlakna, ki
predstavlja podmnozico materialnih delcev telesa, ki lezijo na poljubni gladki krivulji in poteka skozi
obravnavano tocko telesa.

S specifi¢no spremembo dolzine, ki jo oznac¢imo z D;; (i = z,y, z), obravnavamo diferencial vektorja
dr; = di€;, ki se po deformaciji spremeni v vektor dr'; = = dig;. Koli¢ino D;; definiramo kot spremembo
dolzine v smeri koordinate ¢ glede na njeno zacetno velikost:

|dr| = |dry|  dig; — di

=g —1 (14)

Pokazati se da, da predstavljajo diagonalni elementi tenzorja deformacij mero za specificno spremembo
dolzine, saj dobimo:

D2, Dy DZ,
Tz 2 Eyy = Dyy + % Ezz = Lz 9 (15)

Emm =

4



Spremembo smeri materialnih vlaken, ki imajo v zacCetni legi smer enotskega vektorja €; (i = x,y, 2),
merimo s kotom ; med vektorjema €; in g;. Velikost kota ¢; se lahko dolo¢i preko vektorskega produkta
enotskega vektorja €; in vektorja g;, saj velja:

i, = 18231 _ [l
TElgl T 1ad

(16)

Kot ¢; predstavlja kot zasuka enotskega vektorja €; v g;, ko je telo podvrzeno deformacijam. Smer zasuka
se doloci preko vektorskega produkta, ki nastopa v Stevcu enacbe 16, ki se ga oznaci z R; in ima obliko:

~ ou ou
R, =¢; x Z—el><<ez+ai> elxai (17)

Glede na lastnosti vektorskega produkta in obliko vektorjev v enacbi 17, lahko za vse tri spremembe smeri
materialnih vlaken ¢,, ¢, in ¢, zapiSemo:

3o Oup | Ouyg
T T s v o &
_, ou, , Ou,
Y ay € &y € ( )
-, Ouy ,  Ougy
i T

Velikost spremembe smeri materialnih vlaken se lahko, glede na koli¢ine iz enac¢be 18 in enacbo 15, zapise

kot:
R; R;

Ri = |€i X gl| — sin Q; = ©; € [O,ﬂ'] (19)
Iz enacbe 19 je razvidno, da mera za spremembo smeri vlaken R; ni neposredno mera za zasuk materialnega
vlakna v obravnavani tocki, a se sam zasuk lahko po tej enacbi izrac¢una.

Spremembo pravega kota med materialnimi vlakni obravnavamo kot odstopanje kota med dvema
vektorjema g; in g;, (1,7 = xz,y,2) od pravega kota, ki ga predstavljata odgovarjajoca nedeformirana
enotska vektorja €; in €;. Spremembo pravega kota med materialnimi vlakni ozna¢imo z D;; in definiramo

kot:
T

Spremembo pravega kota med materialnimi vlakni definiramo preko skalarnega produkta deformiranih
vektorjev g; in gj, saj po enacbi 10 velja:

g}g} = gig; COs Qij = QEU — COS Qij = COS (g - DZ]) = sin Dij (21)

Ob upostevanju lastnosti iz enacb 14 in 21 se lahko zapise:
2F;;
(14 Dy)(1 4 Dy ) (22)

sin DZ] =

Na ta nacin lahko recemo, da izvendiagonalni ¢leni tenzorja velikih deformacij predstavljajo mero za
spremembo pravega kota med materialnimi vlakni. Enacba 22 se lahko za vse koordinate predstavi kot:

2Exy = sin ny + Dy, sin Dmy + Dyy sin ny + Da:a:Dyy sin ny
2F,, =sinD,, + D,,sinD,, + D,,sinD,, + D,,D,.sin D, (23)
2E3/Z = sin Dyz + Dyy sin Dyz + Dzz sin Dyz + Dnyzz sin Dyz

5



3 Obravnava majhnih deformacij

Tenzor velikih deformacij predstavlja poljubno obliko deformacij za neko telo. Vse predhodno zapisane
enacbe veljajo za poljubno velike premike tock pri deformiranju. Kadar pa so deformacije majhne glede
na telo oz. so vrednosti parcialnih odvodov majhni glede na enoto, torej gre za majhne raztezke, majhne
zasuke in majhne spremembe pravih kotov, lahko enacbe zapiSemo enostavneje, ¢e zanemarimo produkte
ali kvadrate parcialnih odvodov.

3.1 Tenzor majhnih deformacij

V enacbi 10 na strani 3 smo poljuben element tenzorja velikih deformacij £;; zapisali kot:

1 (0u; Ou; Ou,Ou, Ouy,Ou, Ou,Ou
B =— =2 ! il Y-y -z 24
/ 2<8i+8j+6i8j+8z’6j 8@'8]’) (24)
Ce v enacbi 24 zanemarimo produkte parcialnih odvodov, dobimo:
Oy 1 (0u, Ou
Emm ~ Oz = Ezx E:vy = Eym ~ 5 < ay + 8—;> = Ezy = Eyx

ou 1 [(0u, Ou,

Eyy ~ a—yy = Eyy Emz =L = 5 ( Oz + O ) =&zz =€ (25)

ou, 1 [(0u ou,

Prav tako kot tenzor velikih deformacij, je tudi tenzor malih deformacij simetricen in ga dolo¢a 6 neodvisnih
elementov, €,4, €yy, €22, Ezy = Eyz Ezz = E2q 1N €y, = €. Tenzor majhnih deformacij oznac¢imo z ¢ in
zapisemo kot:
Exa Eay Euxz
E=| €zy Eyy Eyz (26)

€rz Eyz Ezz

Enako posplositev glede produktov in kvadratov parcialnih odvodov izvedemo za vse tri geometrijske
lastnosti komponent tenzorja deformacij in ugotovimo:

Dy ~ Ei~ey
Dij ~ 2Ez] =~ 2€ij (27)
Pi R;

Q

Specifiéne spremembe dolzin po koordinatnih smereh lahko obravnavamo neposredno preko diagonalnih
elementov tenzorja e, spremembe pravih kotov med koordinatnimi osmi lahko predstavimo z dvakratno
vrednostjo izvendiagonalnih ¢lenov tenzorja e, velikost vektorja R; pa predstavlja fizikalen zasuk materi-
alnega vlakna v obravnavani tocki.

3.2 Tenzor majhnih zasukov

Deformacije nekega telesa predstavljajo premik vsakega delca znotraj ali na povrsini tega telesa v skladu z
lastnostmi te deformacije (v odvisnosti od funkcije @). Ta premik se lahko dobi preko integracije diferenciala



premika du po poljubni krivulji med zacetno tocko Tj in trenutno tocko T

T
To
1 (28)
ou ou ou )

u(T) = u(Ty) + (axdx + a—dy + 8_d2

Skalarno se enacbo 28 zapise s tremi ¢leni in velja:

T (Qu, Ou, du,
uz(T) = uy(To) + (81; dx + ; dy + aid)
Ouy Ou,, Ou,,
uy(T)—uyTo+/ T+ by + 5 (29)
Ju, du, Ju,
u(T) = u,(To) + e (5; dx + au dy + atd)

Parcialne odvode, ki nastopajo v enacbah 29, lahko zapisemo kot vsoto dveh clenov, kjer velja:

Ju; 1 (% N 8ui> L1 <8uj ou;

i 2\ 0i " 9 i 9§

) = €ij + Wij, (i, =2,y,2) (30)
V enachi 30 predstavljajo koli¢ine ¢;; komponente tenzorja malih deformacij, medtem ko predstavljajo
koli¢ine wj;:
8u] 8ul
=55 - o) = —w 31
w] ( 82 8] ) C’L)] ( )

komponente tenzorja majhnih zasukov w, ki je antisimetricen. Iz enacbe 31 je razvidno, da so diagonalni
¢leni w;; enaki nic¢, tako da ima tenzor obliko:

0 Wiy Was
w=|we 0 w, |=-w’ (32)
Wrp Wy 0O

Vidno je, da vsebuje tenzor majhnih zasukov samo tri razlicne koli¢ine, wyy, wy. in wy., ki pa se jih
enostavneje zapise kot:
Way = W, Wap = Wy Wyy = Wy (33)

Prvi del enacbe 33 predstavlja zasuk okoli osi z, drugi del zasuk okoli osi y in zadnji del zasuk okoli osi z.
Tenzor zasukov ima tako obliko:

0 W, —Wy
w=|—w, 0 wy | = —w’ (34)
Wy —wy 0

Tenzor malih zasukov se lazje predstavi preko vektorja zasukov &, ki ima obliko:

—

W = W€y + wyéy + w,€, (35)

4 Ravninsko deformacijsko stanje

V nekaterih primerih nas zanimajo deformacije v samo dveh razseznostih. Take deformacije se pojavljajo
pri objektih, kjer je ena razseznosti veliko manjsa od ostalih dveh. Kadar obravnavamo premike na

7



Vv

minimalni ali zanemarljivi. V tem primeru dolo¢amo samo deformacijsko stanje v ravnini. Vektor premikov
i ima tako obliko:
Uz, y) = us(z,y)€s + uy(z,y)é, + ce; (36)

Iz enacbe 36 je razvidno, da je premik posamezne tocke odvisen le od horizontalnih koordinat in ni¢ od
visine tocke. Tako deformacijsko stanje se imenuje ravninsko deformacijsko stanje. Glede na enacbe
25 lahko definiramo ravninski deformacijski tenzor, ki je velikosti 2 x 2 in ima obliko:

€z Emy ou,, Ou, 1 (0u, Ou,
: [ Eyz  Eyy ] : Ox “v oy fow =g (83: N dy (37)

Na enak nacin lahko definiramo tenzor majhnih zasukov, kjer, glede na enacbe 30, ostane le Se en Clen, in

sicer wyy, = w,, ki ima obliko:
1 [(0u, Ou,
oy — , = = —_— — 8
Wy = 2 ( ox oy ) (38)

5 Glavne normalne in glavne strizne deformacije

Deformiranje nekega telesa se dogaja neodvisno od koordinatnega sistema, v katerem te deformacije opi-
semo. Vendar pa je opis deformacij odvisen od koordinatnega sistema, zato so tudi elementi tenzorja
deformacij razlicni v razlicnih koordinatnih sistemih. Za neodvisno predstavitev deformacij se tako upo-
rabljajo glavne normalne in glavne strizne deformacije. Glavne normalne deformacije predstavljajo
ekstremne vrednosti specificnih sprememb dolzin, medtem ko glavne strizne deformacije predstavljajo
ekstremne vrednosti sprememb pravih kotov.

5.1 Glavne normalne deformacije

Kadar obravnavamo nek poljuben tenzor deformacij ¢, je le-ta v sploSnem predstavljen s polno matriko.
Ce sedaj koordinatni sistem zasukamo tako, da se predstavi tenzor z diagonalno matriko, potem so nove
koordinatne osi ravno smeri glavnih normalnih deformacij in vrednosti deformacij v novem tenzorju so
vrednosti glavnih normalnih deformacij. Glavne normalne deformacije 4 se poisce preko lastnih vrednosti
in lastnih vektorjev tenzorja deformacij. V primeru ravninskega stanja, ko je tenzor deformacij velikosti
2 X 2, iS¢emo resitev determinante:

‘ (€$$ - 5G) gmy -0 (39)

Eay (eyy — €6)

Lastni vrednosti zgornje determinante imata obliko:

(40)

€0 T € 1
€G12 = Tyy + \/Z (Ege — eyy)2 + €2,

Smeri glavnih normalnih deformacij sta si pravokotni ena na drugo, kjer smer vecje izmed glavnih normalnih
deformacij dobimo po enacbi (izrac¢unan kot predstavlja matematic¢ni kot):

(41)

Enacbi 40 in 41 sta enaki kot pri izracunu parametrov elipse pogreskov. Tudi tu je potrebno kot zasuka
« izracunati na enak nacin kot smerni kot, z upostevanjem kvadrantov, oziroma z uporabo programske
funkcije atan2[-,-].



5.2 Glavne strizne deformacije

Glavne strizne deformacije nastopajo pri kotu:

fan2a = — 22— w (42)
2E gy

Kot glavnih striznih deformacij je za 45° razlicen od smeri glavnih normalnih deformacij. Vrednosti obeh
ekstremnih striznih deformacij sta doloceni preko kota, podanega v enacbi 42, in imata obliki:

1
Va1 = i\/z (e — £4y)" + €2y (43)

Ce so strizne deformacije v smereh glavnih normalnih deformacij enake nic¢, pa to ne velja obratno. Vre-
dnosti normalnih deformacij v smeri glavnih striznih deformacij nista enaki ni¢, ampak imata vrednost:

Exz T €
Er =€ = —rr Yy (44)
2
Normalne deformacije v smeri ekstremnih striznih deformacij bi bile enake ni¢ samo ob pogoju €,, = —¢y,.

Opis deformacij doloc¢enega telesa pa ne poteka samo s komponentami tenzorja deformacij in/ali ekstre-
mnimi deformacijami, ampak lahko tudi s pomocjo izpeljanih parametrov, kot so :

V1 = Ezz — Eyy Cista strizna deformacija,
Vo = 2e4y inzenirska strizna deformacija,
Sop = %(em + yy) raztezanje (sprememba ploskovnega merila),

v =1/7? +73(=2v;) totalna strizna deformacija,

6 Princip homogenih deformacij

Vektorsko polje premikov na obravnavanem obmocju (geodetski mrezi) pridobimo z razliko polozajev
(koordinat geodetskih tock, dolocenih v dveh (ali ve¢) razliénih terminskih izmerah. Vektorsko polje
tako ni zvezna, odvedljiva in regularna funkcija, ampak diskreten niz vektorjev, podan na geodetskih
tockah mreze. Vektorsko polje in Zeljene lastnosti le-tega dobimo z raznimi nacini interpolacije diskretnega
niza vektorjev. Najveckrat se za doloCena obmocja predpostavi homogenost deformacij, kjer na nekem
obmocju predpostavimo, da so deformacije in zasuki tega obmocja konstantni (g;; = konst. w; = konst,
(1,7 = x,y, 2)). Vektor premikov (z,y, z) je pri konstantnih deformacijah zvezen, odvedljiv in regularen,
zato obstaja totalni diferencial funkcije @(z,y, z) in ima obliko:

du = Vidr (45)
Enacba 45 ima po komponentah obliko:
Ju ou ou
du, = —d “d “d
Yo = or + oy v+ 92~
Ju Ju Ju
du, = —2d Yd Yd 4
Uy = x + By Y+ 5, (46)
ou, ou, ou,
du, = o dx + 3y dy + ER dz



Ce sedaj upostevamo enacbo 30, kjer smo parcialne odvode iz enac¢be 46 predstavili kot vsoto (razliko) €;;
in w;, lahko enac¢bo 46 zapiSemo kot:

duy = €4,dx + (€4 + W, )dy + (€4, — wy)d2
duy = (€4 — w,)dr + gy, dy + (g4, + wy)dz (47)
du, = (€4s + wy)dx + (€4, — wy)dy + €,.dz

Ce sedaj upostevamo dejstvo, da so deformacije konstantne (€ij = w; = konst), lahko integriramo obe
strani vseh treh enacb v 47. Na levi strani dobimo [ du; = u; — u;0, na desni strani pa:

Uy = Uz + Eza® + (gzvy + wz)y + (gzvz - wy>z
Uy = Uyo + (Euy — W2)T + €y + (€2 + wy)2 (48)
Uy = Uy + (gazz + wy)x + (Eyz - Wx)?/ +€..2

Ce pri zgornjih enacbah 48 upostevamo, da so premiki u; kar razlike koordinat u; = i — ¢ in enacbo
predstavimo matricno, lahko zapisemo:

T Ugo T
Y| =] uwo | +lEetwt+g) |y (49)
Z U z

Oblika enacbe 49 zelo podobna na enacbo 7-parametri¢ne transformacije v prostoru med dvema koordina-
tnima sistemoma (I35 je enotska matrika), kjer smo predpostavili majhne premike, zasuke in spremembe
merila?. Razlika se nahaja v tenzorju deformacij, ki v ena¢bi 49 nadomes¢a merilo. Tu poleg treh para-
metrov premika in treh parametrov zasuka ocenjujemo tudi deformacije telesa, kar se predstavi s Sestimi
parametri tenzorja €. Te tri parametre geometricno lahko predstavimo kot spremembo merila za vse tri
koordinatne osi (¢;;) in sprememba pravih kotov (striznost) med koordinatnimi osmi (&;;, ¢ # j). Pri homo-
genih deformacijah telesa enacba 49 opisuje postopek afine transformacije, v prostoru kot 12-parametricna
transformacija.

7 Izracun deformacij iz geodetskih opazovanj

Deformacije obravnavanega objekta lahko izracunamo le v primeru, ko imamo izvedeni vsaj dve geodetski
izmeri karakteristicnih tock objekta. Deformacijske parametre lahko izracunamo v osnovi na dva razli¢na
nacina, in sicer:

e mna osnovi razlik opazovanj med dvema terminskima izmerama in

 na osnovi izracunanih vektorjev premikov (ali hitrosti) geodetskih tock v geodetski mrezi.

Izracun deformacij na osnovi razlik med opazovanji je bil uporabljen v preteklosti, vzroka pa sta
bila predvsem dva. Prvi je bil ta, da se je s tem poskusalo izogniti zagotovitvi geodetskega datuma mreze,
saj takrat uc¢inkovita teorija geodetskih mrez ni bila ustrezno definirana. Pri geodetskem datumu moramo
vedno privzeti dolocene informacije kot dane, v tistem casu pa teoriji zagotovitve geodetskega datuma
z minimalnim stevilom datumskih parametrov in S-transformacije Se nista bili poznani. Dane koli¢ine
so zagotovile dane tocke, s ¢imer pa smo lahko posegali v geometrijo geodetske mreze. Drugi vzrok pa
je bil v tem, da ni bilo na voljo razlicnih merskih tehnik. 7 ustrezno natancnostjo se je lahko merilo
le kote, razvoj razdaljemerov je bil takrat Se v povojih. A ker opazovani koti nimajo nobene datumske
informacije (merilo, zasuk, premika), je bilo mozno z razlikami med koti v dveh terminskih izmerah

2glej dokument Sterle, O. 2025. 1_ReferencniSistemiS.pdf, poglavie Transformacija v okviru TRS — 7-parametricna
transformacija
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doloéiti le strizne deformacije in razlike v normalnih deformacijah (ni podatka o merilu mreze). Geodetsko
mrezo se je razdelilo na trikotnike (npr. s postopkom Delauneyeve triangulacije), deformacije pa se je
nato izracunalo v okviru posameznega trikotnika ali veckotnika. Z razvojem razdaljemerov se je pojavila
moznost natancnih izmer dolzin med geodetskimi tockami. Ker dolzine doloc¢ajo merilo geodetske mreze,
je na osnovi ponovljenih dolzinskih opazovanj mozno izracunati vse parametre deformacijskega tenzorja.
Slaba stran izracuna deformaciji neposredno iz ponovljenih opazovanj izhaja iz tega, da je bilo potrebno v
vseh terminskih izmerah izvesti popolnoma enako shemo opazovanj v geodetski mrezi. Problem je nastal
tudi zaradi razvoja tehnologije, ko se je spremenila merska tehnika ali natan¢nost izvedenih opazovanj, saj
opazovanja niso bila ve¢ skladna med terminskimi izmerami.

Z razvojem teorije geodetske mreze, predvsem z razvojem teorije geodetskega datuma v okviru zago-
tovitve geodetskega datuma z minimalnim stevilom datumskih parametrov in z razvojem S-transformacije,
je bilo mozno kakovostno in nepristransko oceniti vektorje premikov geodetskih tock med posameznimi
terminskimi izmerami. Pojavila se je teorija deformacijske analize v geodeziji, s katero se je lahko zago-
tovilo stabilen geodetski datum v geodetski mrezi in lociralo nestabilne geodetske tocke oziroma premike
tock v ponovljenih geodetskih izmerah. Primeri takih deformacijskih metod so metoda Delft, Frederic-
ton, Hannover, Karsruhe in Miinchen. Vse te metode deformacijske analize so predpostavljale terestri¢na
opazovanja v (relativno) majhnih geodetskih mrezah, ki so sluzile za kontrolo stabilnosti npr. pregrad,
viaduktov in podobno.

Z razvojem satelitskih tehnik, predvsem GNSS, pa se je pojavila moznost dolocitve koordinat ge-
odetskim tockam v posamezni terminski izmeri v okviru zelo kakovostnega referencnega sistema, ki je
zagotavljal zelo kakovosten geodetski datum. Izracuni vektorjev hitrosti geodetskih tock (ali premikov) so
postali zanesljivi, nepristranski in enostavno dostopni. Velikost geodetskih mrez se je bistveno povecala in
ena izmed najpomembnejsih nalog geodezije je bilo spremljanje povrsja Zemlje in analiza geodinamic¢nih
pojavov skozi daljse ¢asovno obdobje (tektonika litosferskih plosé, post-glacialno dviganje povrsja, vpliv
plimovanja trdne Zemlje, oceanov, atmosfere. .. ).

V primeru, ko deformacije ra¢unamo na osnovi izracunanih vektorjev premikov (hitrosti) na geodetskih
tockah, izhajamo iz enacb 48 in 49, ki ju za ravninsko stanje za tocko ¢ lahko zapiSemo kot:

Vg, — Vg0 + Exx gmy + 0 w Di (50)
Uy, Vy,0 Cay  Eyy —w 0 4

V enachi 55 predstavljata v,, in v,, komponenti premika (hitrosti) tocke, dobljeni razlik polozajev dveh
terminskih izmer, v, o in v, o komponenti premika (hitrosti) celotne geodetske mreze ter p; in ¢; koordinate
tocke. Enacbo 55 lahko uporabimo za vse tocke geodetske mreze, v tem primeru predpostavimo homogene
deformacije celotne mreze. Tak primer prikazuje slika 3.  Na sliki 3 so prikazani vektorji hitrosti na
tockah astro-geodetske mreze (AGM) Slovenije, dolocene iz terestricnih opazovanj (kotna in dolzinska
opazovanja) ter izmere GNSS. Predpostavljene so homogene (konstantne) deformacije celotnega obmocja
Slovenije, medtem ko so beli vektorji hitrosti izracunani na osnovi teh homogenih deformacij z enac¢bo 55.
Homogene (konstantne) deformacije pomenijo, da so za celotno obmodje Slovenije enake, kar pa ne velja
za vektorje hitrosti. Le-ti spreminajajo tako smer kot tudi velikost.
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Slika 3: Prikaz vektorskega polja, doloc¢enega iz predpostavljenih homogenih deformacij in ocenjenih vektorjev
hitrosti AGM

7.1 Izracun deformacij v triangulacijski shemi v ravnini

Obravnavamo trikotnik, kjer se ogljis¢a trikotnika (geodetske tocke GNSS) premikajo v odvisnosti od ¢asa
in je ta premik linearen (konstantna vrednost vektorja hitrosti). Polozaji vseh treh tock v zacetnem cCasu
to so podani s py, p2 in p3, v nekem “konénem casu” t; pa z X1, Xy in X3, kot prikazuje slika 4.

Slika 4: Homogene deformacije trikotnika

V casovnem intervalu At = t;, — tg tocke opravijo pot u;, uy in us, ki se z vektorji hitrosti vy, vy in vs

izrazijo kot:
u; = AtVl Uy = AtVz Uz = AtV3 (51)

Ce za ¢asovni interval At vzamemo to¢no eno leto (At = 1), potem iz enacbe 51 sledi u; = v; (i = {1,2,3}).
Iz slike je razvidno, da se, zaradi spreminjanja polozaja vseh treh tock, trikotnik lahko:

o premakne,
o zasuka,

« spremeni obliko in velikost (deformira).
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Polozaje tock v trenutku tg (p;, p2 in ps3) in polozaje tock v trenutku ¢, = to + At (x1, X in X3)
lahko obravnavamo kot zapisa polozaja v dveh koordinatnih sistemih; KS, in KS,. Posledi¢no jih lahko
povezemo z ravninsko transformacijo. Ce bi uporabili ravninsko podobnostno transformacijo, imamo na
voljo 4 parametre (dva premika, zasuk in sprememba merila), a ne upostevamo moznost spremembe oblike
trikotnika. Zato za vsako tocko nastavimo enacbo transformacije kot:

X1:p1+V1:t+Apl 12{1,2,3} (52)

kjer sta v enachi 52 vektor t in matrika A dolocena kot:

o t= l ? ] - vektor premika trikotnika in
Yy

a b
.A_[cd

] - matrika transformacije.

Enacba 52 vsebuje 6 parametrov transformacije in se potemtakem zapise kot:

T te a b Z
HEHEEIN s

Enacba 53 opisuje afino transformacijo med dvema koordinatnima sistemoma (K S, in K.S,). Ce pa sedaj
dodatno nastavimo Se:

e a=14 ¢4,
° d:1+€yy
e b=¢c, +win

°* C=Eyy — W,

potem enacbo 53 zapisemo v obliki:

X t I € w Pi
zi | |t 10 Exe Eay 0 w i
MR R e o0

Sedaj pa upostevajmo Se, da so razlike v polozajih ravno vektorji hitrosti (glej enacbo 51), potem pa je
konc¢na enacba 54 dolocena kot:

Vi t € w Pi
Vg, o t:v Exa gzvy 0 w Di
lvyi]_[ty]Jr [gry 5yy]+[_w0] l%‘] (55)
oziroma vektorsko:
Vi =t +¢epi +wpi Z:{17273} (56)

Enacbi 55 in 56 povezujeta vse tri vektorje hitrosti (v, vy in v3) s parametri homogenih deformacij, ki so:

 t - vektor premika trikotnika v enem letu (parametra translacije), kar dejansko predstavlja srednjo
vrednost vektorja hitrosti celega trikotnika (enote: m/leto),
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e ¢ - tenzor malih deformacij trikotnika, ki vsebuje:

— &4 - sprememba merila (dolzin) v smeri osi z (enote: 1/leto),

— &4y - sprememba merila (dolzin) v smeri osi y (enote: 1/leto) in

— &4y - mera za spremembo pravega kota koordinatnih osi po transformaciji (oz. deformaciji)
(enote: 1/leto) ter

» w - tenzor malih zasukov v trikotnika, ki je dolocen z malim kotom zasuka w (enote: 1/leto).

Povezava med zapisom afine transformacije iz enacbe 53 oziroma matrike A preko transformacijskih pa-
rametrov afine transformacije je dana z:

[a b]:lmz 0 H 1 0 H cos(a) Sm(o‘)] & M=SHR  (57)

c d 0 my —sin(Aa) cos(Aa) —sin(a) cos(a)
V enachi 57 matrika S modelira spremembi merila obeh koordinatnih osi, matrika H spremembo pravega
kota med koordinatnima osema in matrika R zasuk trikotnika oz. koordinatnega sistema.

Izracun homogenih deformacij na Astrogeodetski mrezi v posameznih trikotnikih, dolo¢enih na osnovi
Delaunayeve triangulacije, prikazuje slika 5.

N 'A"‘- ".. . »

MO b =

|
5 16"

(a) Glavne normalne deformacije (b) Glavne strizne deformacije

Slika 5: Izracun deformacij po trikotnikih Delaunayeve triangulacije
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