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Splosni model izravnave — Podobnostna transforma-
cija v ravnini:

V ravnini imamo k tock, ki imajo opazovane koordinate v dveh koordinatnih sistemih.
Prvi koordinatni sistem ima oznaki u in v, drugi pa x in y. Opazovanja so koordinate vseh
tock v obeh sistemih, torej koordinate u, v, x in y. Geometrijo problema prikazuje slika
1. S splosnim modelom izravnave izravnajte po MNK izravnajte opazovanja (koordinate
tock v obeh sistemih) in izra¢unajte transformacijske parametre iz sistema wv v sistem
xy. Izracunajte tudi natancnosti transformacijskih parametrov.
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Slika 1: Prikaz opazovanih koordinat tock v obeh koordinatnih sistemih (uv in zy)

Pri obravnavi podobnostne transformacije obravnavamo problem, ko imamo podane ko-
ordinate (fizicno) istih tock v dveh koordinatnih sistemih, a same povezave med dvema
koordinatnima sistemoma ne poznamo. To pomeni da, ¢e imamo podane koordinate ene
tocke samo v npr. sistemu wwv, ne vemo ni¢, kaksne so koordinate te tocke v sistemu
xy. Cilj je, da na osnovi koordinat tock v obeh sistemih dolo¢imo povezavo med obema
sistemoma. Kot prvo moramo ugotoviti, kateri in kaksni so parametri, ki povezujejo dva
koordinatna sistema. Sliko geometrije povezave med dvema koordinatnima sistemoma v
ravnini prikazuje slika 2.

Slika 2 prikazuje niz geodetskih tock, ki jim polozaje lahko opisemo tako v koordinatnem
sistemu uv kot tudi v sistemu zy. Koordinati ur in vy tocke T prikazujeta polozaja
tocke T' v sistemu uv (modra barva), medtem ko koordinati zr in yr pa opisujeta polozaj
tocke T' v sistemu zy (¢rna barva). Enako seveda velja za vse ostale tocke (7}, T}, Tj in
T}), ki so podane v obeh sistemih. Postavi pa se vprasanje, kako lahko opisemo relacijo
koordinatnega sistema uv glede na sistem xy. Te parametre, recemo jim transformacijski
parametri, predstavlja slika 2 v rdec¢i barvi. Ugotovimo lahko, da koordinatni sistem uwv
lahko glede na koordinatni sistem xy:

e premaknemo, kar opisemo z dvema parametroma premika ¢, in ¢, in predstavljata
vektor premika izhodis¢a obeh sistemov,
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Slika 2: Prikaz transformacijskih parametrov med dvema koordinatnima sistemoma (uv
in zy)

e zasukamo, kar opiSemo z enim parametrom zasuka «, ki predstavlja kot zasuka
okoli osi z (ali w) in

e spremenimo velikost, kar opiSemo z enim parametrom merila m, ki predstavlja
razmerje med enotama v obeh sistemih.

Vidimo, da transformacijo med dvema koordinatnima sistemoma v ravnini lahko opisemo
s Stirimi parametri. Ob tem predpostavimo, da sta geometriji geodetske mreze v obeh
sistemih podobne!, zato tako transformacijo imenujemo podobnostna transformacija.

Enacba podobnostne transformacije v ravnini

Transformacijo iz sistema uv v sistem xy izvedemo s tremi koraki:

1. Izvedemo zasuk sistema za kot a. S tem naredimo, da so koordinatene osi obeh
sistemov vzporedne.

2. Spremenimo merilo s parametrom merila m. S tem naredimo, da imamo enako
enoto merila v obeh sistemih.

3. Premaknemo izhodisce koordinatnega sistema uv v sredisS¢e koordinatnega sistema
xy s parametroma premika ¢, in ¢,.

Vse tri korake zapisemo v enacbi:

[o]=Ti]om [ iy s ][] 0

mrezo lahko premaknemo, zasukamo in pove¢amo/zmanjSamo, a oblika mora ostati enaka

1
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Enacba 1 je podana v vektorski obliki, a dejansko predstavlja dve enacbi, za vsako koor-
dinatno komponento x in y po eno enacho, ki ju lahko zapisemo kot:

x =t, + mcos(a)u + msin(a)v

(2)

y =t, —msin(a)u + mcos(a)v

Vidimo, da lahko enac¢ho 4-parametric¢ne transformacije iz enacbe 1 ali iz enach 2 zapiSemo
za vsako tocko posebej. V enacbah tako nastopajo vsi stirje transformacijski parametri
(tz, ty, o in m), koordinati u in v (1. sistem) ter koordinati x in y (2. sistem).

Dolocitev n, ny in r

Ker imamo podanih k tock v ravnini, pomeni, da imamo n = k - 2 - 2 opazovanj. Vsaka
tocka ima dve koordinati, koordinate pa imamo podane v dveh koordinatnih sistemih.
Vektor opazovanj 1 zato zapisemo kot

T
I=|w v 2 oy wa v2 T2 oY o ow U Tk e (3)

Vektorju opazovanj 1 pripada se kovarianc¢na matrika opazovanj 3, matrika kofaktorjev
Q in matrika utezi P, vse velikosti n x n.

Kako pa spet doloc¢iti minimalno Stevilo opazovanj za resitev problema ng? Tu bomo
razmisljali enako kot pri premici (glej datoteko Naloga2 Premica_ Resitev.pdf), paraboli
(glej datoteko Nalogas_Parabola.pdf) ali kroznici (glej datoteko Naloga10 _Kroznica.pdf).
Ce bi enachi 2 uporabili za sestavo enacb popravkov posredne izravnave, bi ugotovili, da:

e bomo uvedli 4 neznanke, to so transformacijski parametri, in da

e opazovani koordinati x in y lahko uporabimo, medtem ko opazovanih koordinat
in v ne (vsaka enacba popravkov ima lahko ne eno opazovanje).

Zato moramo za vsako tocko uvesti nov par neznank, in sicer p, ki se navezuje na koordi-
nato u, in ¢, ki pa se navezuje na koordinato v. Pri k-tih tockah to pomeni:
np=u= 4 + 2k =442 (4)

~—
ta,ty,a,m P1,41;---Pk:qk

Iz enacbe 4 vidimo, da je minimalno stevilo opazovanj ny odvisno od stevila tock, ki so
podane v obeh sistemih. Za razlicno stevilo podanih tock so vsa tri Stevila n, ng in r
podana v preglednici 1. V preglednici nastopajo tri situacije, kjer je prva predstavljena
v rded barvi v prvi vrstici. Ce imamo eno samo toc¢ko podano v dveh sistemih, nimamo
dovolj informacij za izra¢un transformacijskih parametrov (n < ng, r < 0). V drugem
primeru, ko imamo podani dve tocki (modra barva), imamo dolo¢en problem, kar pomeni,
da lahko transformacijske parametre izra¢unamo enoli¢no (n = ng, 7 = 0). Sele, ko imamo
tri tocke ali ve¢, imamo predolocen sistem (n > ng, 7 > 0), kar pomeni, da je optimalna
resitev dana preko metode najmanjsih kvadratov.
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k‘ n ‘ no r
1| 4 | 442=6 -2
2| 8 | 4+4=8 0
3112 | 4+6=10 2
4 4

16 | 4+8=12

E|4k | 442k |2k —4

Preglednica 1: Dolocitev stevil n, ng in r v odvisnosti od stevila podanih tock k& v obeh
sistemih

Uvedba neznank pri sploSnem modelu izravnave

V prejsnjem poglavju smo videli, da bi morali pri posredni izravnavi uvesti kar u = nyg
neznank, kar prikazuje enacba 4. Ker pa bomo uporabili splosni model izravnave, lahko
stevilo neznank uvedemo drugace. Tu bomo izbrali le u = 4, za neznanke bomo dolo¢ili
le parametre transformacije. Vektor neznank x je zato enak:

»
I
IS
c

Sestava enacb sploSnega modela izravnave

Ker imamo stevilo neznank enako u = 4 in stevilo nadstevilnih opazovanj enako r = 2k—4,
moramo sestaviti ¢ = r + u = 4 4+ 2k — 4 = 2k enach. Sestaviti moramo dvakrat toliko
enach, kot imamo tock, ali povedano drugace, za vsako tocko moramo sestaviti dve enacbi.
Uporabimo seveda enacbi 2, ki ju za i-to tocko preoblikujemo v:

Fi, =2 —t, —mcos(a)l; — msin(a)d;

6
F., = g; — t, + msin(a)a; —mcos(a)y; (6)

Na osnovi sestavljenih ¢ = 2k enacb v obliki, kot je prikazana v enachi 6, sestavimo
osnovni matri¢ni model splosnega modela izravnave Av 4+ BA = f. Velikosti matrik A in
B ter vektorja f so sledece:

1. matrika A je velikosti ¢ X n = 2k x 4k,
2. matrika B je velikosti ¢ x 4 = 2k x 4 in
3. vektor f je velikosti ¢ x 1 =2k x 1

Pri sestavi matrike A odvajamo vse enacbe po vseh opazovanjih. Iz oblike sestavljenih
enacb iz enacbe 6 pa vidimo, da enachi za i-to tocko vsebujeta le opazovanja i-te tocke,
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torej u;, v;, x; in y;. Parcialni odvodi enacb 6 po vseh stirih koordinatah so sledeci:

OF,, OF,. OF,, OF,,

o —m cos(a) Do —msin(a) o 1 i =0 .
afly . 8P,y 8l,y alzy

— = — 7 = — 2 = —7 =1

e msin(a) 7o, m cos(a) 9z 0 o

Matrika A je velika matrika, ki pa ima veliko praznih elementov in bo na koncu enaka:
(A1 0 0 - 0]

0O A, 0 --- O (@ n(@) 1 0
0 0 A: --- 0 _ | —mcos(a) —msin(a

A T , . - A msin(a) —mecos(a) 0 1 (8)
o o0 o0 --- A,

Matrike A; do Ay so vse velikosti 2 x 4 in vsebujejo parcialne odvode iz enacbe 7.
Ko sestavljamo matriko B, pa moramo za vsako tocko odvajati enacbi 6 po vseh stirih
neznankah iz enacbe 5, kjer dobimo:

OF.. OF,

=1 e —
Ot ot
F. E;
OF;, _0 O0F;, _ 4
i _ msin(a) (@ L (@) + msin(a)
— = msin(a)u; — mcos(a)v; —> = mcos(a)u; + msin(a)v;
156 Oa
OF; , . oF; .
a—Tr’L = — cos(a)u; — sin(a)v; 8—my = sin(a)u; — cos(a)vy;
Matrika B ima na koncu obliko:
"B,
B,

B - | B L B.- [ -1 0 msin(a)u; — meos(a)v; — cos(a)u; — sin(a)v; ]

0 —1 mecos(a)u; + msin(a)v;  sin(a)u; — cos(a)y;

By

- (10)
Na koncu sestavimo se vektor odstopanj f, ki ima na koncu obliko:
T
fy .
Fo | Lof= ty + mcps(a)ui + msin(a)v; — z; (1)
: t, — msin(a)u; + mcos(a)v; — y;
(. fk -

Resitev sploSnega modela izravnave pri ravninski podobnostni transformaciji

Elemente matrik A in B ter vektorja f izracunamo na osnovi pribliznih vrednosti neznank
in merjenih vrednosti opazovanj. Ce ne pric¢akujemo velike vrednosti zasuka (ve¢ kot
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90°), potem lahko za priblizne vrednosti neznank nastavimo kar ¢,o = t,0 = oy =
0 in my = 1 (pazi: priblizna vrednost merila ni enaka 0). V nasprotnem primeru je
potrebno iz merjenih koordinat izracunati priblizne vrednosti vseh stirih transformacijskih
parametrov.

Ker imamo v splosnem slabe priblizne vrednosti transformacijskih parametrov, moramo
resitev splosnega modela izvesti v vec iteracijah.



