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GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

1 ELIPSE POGRESKOV

Pri zakonu o prenosu varianc in kovarianc (glej poglavie Zakon o prenosu varianc in kovarianc)
smo videli, da lahko izracunamo varianc¢no-kovarian¢no matriko »,, neznank y, ¢e imamo na voljo
opazovanja x in ¢e poznamo funkcijsko povezavo y = F(x) med opazovanji in neznankami. Ena
izmed najbolj pomembnih nalog, ¢e ne kar najbolj pomembna naloga, v geodeziji je izracun koor-
dinat tock in ocena kakovosti polozaja tock. Polozaj tocke tradicionalno razdelimo na horizontalno
komponento (drzavna projekcija) in na visinsko komponento, zato je tudi izra¢un ponavadi lo¢en. V
horizontalni ravnini zelimo dolociti polozaj tocke in ga tudi ovrednotiti, kar naredimo s kovarianc¢no
matriko polozaja tocke. Dobimo natanc¢nosti obeh koordinat (o, in o,) in njuno korelacijo (py,).
Zanima pa nas, ali obstaja tudi nacin podajanja natancnosti polozaja tocke v ravnini, ki bi bil geo-
metri¢no predstavljiv in hkrati koordinatno neodvisen'. Izkaze se, da to lahko naredimo z elipsami
pogreskov.

1.1 Motiv

Pri zakonu o prenosu varianc in kovarianc smo na metodah dolocitve koordinat (polarna izmera,
zunanji vrez, lo¢ni presek, izmera GNSS) prikazali, kako kakovostno so dolo¢ene koordinate in kaksne
oblike so rezultati. Obravnavajmo tudi tu polarno izmero, kjer so podatki dani kot:

o dve dani tocki: A(ya,z4) = (10,0m,90,0m) in B(yg,zp) = (30,0m, 10,0 m),
o dve novi tocki: T1(y1,x1) in To(yz, z2),

e opazovanja: a; = 80° in ay = 40° ter dy = dy = d = 65,0m,

e mnatancnosti opazovanj: o4 = 2mm in 0,, = 04, = 3"

Situacijo prikazuje slika 1-1.

Enacbe za izracun polozaja tock T} in T3 so:

y1 = yp + dsin (V5 + oy — 180°) = 89,364 m
T, = xp + dcos (fo + o — 1800) = 36,475 m
y2 = yp +dsin (V] + 0y — 180°) = 58,457 m
T9 = xp + dcos (Vf + ap — 1800) = 68,440 m

Na osnovi zakona o prenosu varianc in kovarianc lahko izracunamo kovariancéni matriki obeh tock, 3,
in 5. Sestavimo kovariancno matriko opazovanj (24,), na osnovi enacb (1-1) izracunamo jakobijevo
matriko za obe tocki, J; in Js, in dobimo:

[ 3485 x107m? 1,156 x 106 m?
"7 1,156 x 1075 m? 1,409 x 1076 m?

l 1,489 x 107%m? 1,223 x 107 m? 1

N, =
271 1,223 x 1075 m? 3,405 x 1076 m?

Tkaj to pomeni, bomo videli v nadaljevanju
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Slika 1-1: Dolocitev koordinat in njihovih natanc¢nosti pri polarni izmeri

Iz obeh kovarian¢nih matrik iz enac¢be (1-2) lahko sedaj izra¢unamo natancnosti in korelacije koor-
dinat obeh tock. Dobimo:
oy, = 1,87 mm 0z = 1,19mm Pyrz; = 0,52 (1-3)
oy, = 1,22mm 0z, = 1,85 mm Pyszs = 0,54
Rezultati iz enacbe (1-3) kazejo na zelo razlicne informacije o natancénosti koordinat obeh tock,
po drugi strani pa na sliki 1-1 lahko vidimo, da sta obliki in velikosti obeh vijolicnih likov enaka.
Pricakovali torej bi, da bi dobili enake informacije o natan¢nostih koordinat obeh tock.

Prvo, kar se vprasamo je, ali je slika 1-1 sploh pravi prikaz kakovosti doloc¢itve koordinat na osnovi
izmerjenega kota a; (ali o) in dolzine d? To lahko enostavno preverimo tako, da izvedemo simulacijo
polarne izmere. Predpostavke, ki jih naredimo:

e d~ N(d,o4 = 2,00mm), kar beremo kot: slu¢ajna spremenljivka dolzina d se porazdeljuje po
normalni porazdelitvi, s srednjo vrednostjo d in standardnim odklonom oy,

e aj ~ N(ag,0, = 3,00") in ay ~ N(a, 0, = 3,00”)
« stevilo simuliranih polozajev: ng = 1500

Za obe tocki simulirajmo ngy = 1500 izracunanih polozajev, kjer v vsakem koraku simulacije pravim
vrednostim opazovanj pristejemo nakljuéne vrednosti pogreskov, ki imajo zgoraj predpostavljene
statisticne lastnosti. Sedaj za obe tocki izriSimo vse izracunane polozaje, kar je prikazano na sliki
1-2. 1z slike je razvidno, da obmocje, kjer so podane izmerjene tocke ni ni¢ podobno obliki vijoli¢cnega
obmocdja (pravokotniku) s slike 1-1. Izkaze se, da se tocke porazdelijo v obliki elipse, kjer je gostota
tock veCja v blizini sredine elipse (rdeca trikotnika) in se gostota tock z oddaljenjem od sredine
zmanjsuje. Elipsi pogreskov sta prikazani s skrlatno polno ¢rto. Naslednje vprasanje pa je, od kje
izhaja oblika elipse in kako dobiti parametre elipse pogreskov.
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Slika 1-2: Izracun polozajev tock 77 in 75 na osnovi simuliranih opazovanj pri polarni izmeri

1.2 Normalna porazdelitev dveh slucajnih spremenljivk

Iz rezultatov polarne izmere iz enacb (1-2) in (1-3) vidimo, da lahko koordinati y in  tocke T" obrav-
navamo kot skupno porazdeljeni slucajni spremenljivki, ki se porazdeljujeta po normalni porazdelitvi.
Funkcijo gostote verjetnosti obeh slucajnih spremenljivk y in « lahko opiSemo v obliki:

1 _ 1 (y—uy)2_2p x(y—uy)<sz)+<sz>2
_ 2(1-pg,) |\ v vE\ oy ox 7w 14
f<y7 SC) - 2 € ( )
2moy020\ /1 — Py,

V enachi (1-4) sta p, in p, srednji vrednosti, o, in o, standardna odklona in p,, korelacija spremen-

ljivk y in 2. Grafi¢no lahko enac¢bo (1-4) prikazemo z zvonasto ploskvijo, kjer je oblika in orientacija
te zvonaste ploskve odvisna od treh kolicin, in sicer od oy, o, in p,,. Lokacija vrha ploskve pa je
odvisna od srednjih vrednosti p,, in p,. Slika 1-3 prikazuje obliko zvonaste ploskve iz enacbe (1-4)
pri razlicnih vrednosti parametrov oy, o, in p,,. Slike 1-3a, 1-3b in 1-3c v prvi vrsti prikazujejo
enaki natancnosti spremenljivk (o, = 0,), le da so korelacije razli¢ne, od p,, = 0.0, do p,, = 0.7 in
pye = —0.7. Slike 1-3d, 1-3e in 1-3f v drugi vrsti prikazujejo vpliv razlicne korelacije pri razlicno
natancénih spremenljivkah y in z (o, = 1, 0, = 0.5). Slike 1-3g, 1-3h in 1-3i pa prikazujejo podobno
situacijo kot slike v drugi vrsti, le da je sedaj koordinata y bolj natanc¢na (o, = 0.5, 0, = 1). V
ravnini yx so prikazane izolinije in barvni prikaz funkcije gostote verjetnosti za vse primere.

Slika 1-4 prikazuje izolinije funkcije gostote verjetnosti za vse primere prikaza s slike 1-3. Izolinije
si lahko predstavljamo tudi tako, da ploskve funkcije gostote verjetnosti iz enacbe (1-3) sekamo
z ravnino, ki je vzporedna ravnini yz, podana za razlicne vrednosti koordinate z. Ce imamo dve
spremenljivki enake natancnost in medseboj nekorelirana, potem so izolinije kroznice (slika 1-4a).
Takoj, ko imamo korelirani spremenljivki, izolinije postanejo elipse (sliki 1-4b in 1-4c), pri tem da
pozitivna korelacija povzroci usmerjenost elipse v smeri premice y = x, negativna pa v obratni smeri,
y = —x. V primeru, ko pa spremenljivki nista enake natancénosti, pa so izolinije vedno elipse (slike

3
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() oy =10y =1py, =0.0 (b) oy =10, =1py, = 0.7 (¢c) oy =10, =1py, = —0.7

(d) o, =10,=05p,, =00 (e) o,=10,=05p, =07 (f) oy=10,=05p,, =-0.7

(g) 0y =050, =1py, =0.0 (h) o, =050,=1py, =07 (i) 0y =050, =1py, =—0.7

Slika 1-3: Funkcija gostote verjetnosti dveh skupno normalno porazdeljenosti slucajnih spremenljivk
v odvisnosti od statisticnih parametrov

1-4d, 1-4e, 1-4f, 1-4g, 1-4h in 1-4i). Ko korelacije ni, je elipsa vedno usmerjena (raztegnjena) v
smeri tiste koordinate, ki je slabse natancnosti, v smeri y osi na sliki 1-4d oziroma v smeri x osi na
sliki 1-4g. Vpliv korelacije na slikah 1-4e, 1-4f, 1-4h in 1-4i pa je podoben kot na slikah 1-4b in
1-4c, le da je od natancnosti koordinat odvisno, ali bo elipsa bolj pokon¢na, ali ne.
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y y y
(a) oy =10y =1py, = 0.0 (b) oy =10, =1py =07 (c) oy =10, =1py, =—0.7
x x X

y y y
(d) oy =10, =05py, =00 (e) oy =10, =05py, =0.7 (f) 0, =10, =0.5py, = —0.7
x x T

y y y

(g) 0y =050, =1py, =00 (h)o,=050,=1py, =07 (i) o0y =050, =1py, =—0.7

Slika 1-4: Izolinije funkcija gostote verjetnosti dveh skupno normalno porazdeljenosti slucajnih spre-
menljivk v odvisnosti od statisticnih parametrov

Matematicno, pa imajo preseki (izolinije) s slik 1-4 obliko, ki je dolocena z enac¢bo:

2 2
- - T — fy T — fy
(y :U’y> _ prx (y My) < K ) + < K ) — (1 _pzx)kﬂ (175)
Oy Oy (o (o

Enacba (1-5) v splosnem prikazuje obliko elipse, kar je razvidno s slik 1-4. Faktor k iz enacbe

(1-5) predstavlja konstanto, ki nam dolo¢i “visino” prese¢ne ravnine nad ravnino yz, oz. nam doloci
velikost elipse, vecji kot je k, vecja je elipsa. Faktor k se doloci kot:

k> = —2In (CQWUyam/l - sz) (1-6)

Konstanta C' v enacbi (1-6) predstavlja konstantno vrednost funkcije gostote verjetnosti f(y,z) = C
iz enacbe (1-4).
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1.3 Izracun parametrov elipse pogreskov

Pri poljubni vrednosti faktorja k iz enacbe (1-6) lahko dolo¢imo velikost in obliko elipse pogreskov,
kar dobimo tako, da izracunamo tri parametre elipse pogreskov, in sicer:

1. velika polos elipse pogreskov: a,
2. mala polos elipse pogreskov: b,

3. matemati¢ni kot zasuka velike polosi elipse, glede na izhodis¢éni (yz) koordinatni sistem: 6.

Za izracun parametrov elipse pogreskov izhajamo iz varian¢no-kovarianc¢ne matrike 33, polozaja
tocke, ki je dolocena z:

CJ'2 (%2

Yy = [ ayyx Jy?:“ 1 Oyz = Pya0y0z (1-7)
Iz vsebine kovarian¢ne matrike 3,, v enacbi (1-7) vidimo, da kovarianéno matriko sestavljajo trije
podatki, in sicer oy, 0, in py,. Izra¢un parametrov elipse pogreskov (a, b in §) dobimo iz elementov
kovarian¢ne matrike X, in sicer, da matriki X, poiS¢emo obe lastni vrednosti in orientacijo obeh
lastnih vektorjev v ravnini. Resitev dobimo tako, da poiS¢emo netrivialno resitev za lastni vrednosti

A1 in \; ter pripadajoca lastna vektorja x; in x5 enacbe:
(X —AN)x=0 (1-8)

Resitev enacbe (1-8) je dana z dvema lastnima vrednostima A\; in A:

o2+ o2 02 — g2)?
A1:y2x_'_ <y4x> +U§x

o2+ o2 (02 —02)2 (1-9)
)\2:y2x_\/ y4x +0'§x

Lastni vrednosti iz enacbe (1-9) predstavljata osnovo za izrac¢un velike in male polosi elipse pogreskov,

a=yM b=y (1-10)

Orientacijo elipse dolo¢imo z izracunom kota 6, ki ga izracunamo iz enacbe:

saj velja:

20,
y T

Za pravilno vrednost kota 6 iz enacbe (1-11) moramo enacbo resiti na enak nacin kot smerni kot.
Upostevajo¢ kvadrante (predznaka Stevca in imenovalca) izrac¢unamo vrednost 20 med 0° in 360°,
nato pa kot # dobimo z deljenjem z 2. Prakticen izracun je tudi z uporabo funkcije atan2, ki je
implementirana pri vec¢ini programskih jezikov. Velja:

atan2(20,,,02 — o2)

0 = R (1-12)

Kot zasuka 6 predstavlja kot med absciso (v nasem primeru y osjo) in veliko polosjo elipse pogre-
skov a (lastnim vektorjem x;, ki pripada najvedji lastni vrednosti A;). Ker je kovarianc¢na matrika

6
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simetri¢na, je drugi lastni vektor x, (pripada drugi lastni vrednosti A;) pravokoten na x;. Tako x;
prikazuje smer najvecje vrednosti variance (najslabso natancnost, dolo¢ena s polosjo a) in x, smer
najmanjse variance (najboljsa natanc¢nost, dolo¢ena s polosjo b).

Geometri¢no pa si elipso pogreskov, ki je dolocena s parametri a, b in 6, v povezavi s parametri
kovarian¢ne matrike X, ki so oy, 0, in p,,, predstavimo na spodnji sliki.

Slika 1-5: Parametri elipse pogreskov - geometri¢ni prikaz

1.4 Standardna elipsa pogreskov in obmocje zaupanja

Kadar racunamo elipso pogreskov tako, da polosi elipse pogreskov (a in b) predstavljata korena
lastnih vrednosti (A in A2), kot je to prikazano v enacbi (1-10), govorimo o t.i standardni elipsi
pogreskov. V tem primeru ima faktor k iz enacbe (1-6) vrednost 1. Simulirajmo tudi tu polozaj
tocke, podobno kot smo to naredili za tocki T in T na sliki 1-2. Izhodis¢ni podatki za simulacijo

SO:
o, =175  0,=125  pyo=0,60

Parametri elipse pogreskov, izra¢unani na osnovi enacbe (1-10) za polosi a in b ter enacbe (1-11) za

kot 6, pa so:
a=1,96 b=0,90 0 =20,13°

Elipso pogreskov in simulirane polozaje okoli srednje vrednosti obeh koordinat tocke T' prikazuje
slika 1-6.

S slike 1-6 vidimo, da so nekatere tocke znotraj elipse pogreskov (¢rne pike), ostale tocke pa so zunaj
elipse pogreskov (sive pike). Z elipso pogreskov skusamo pokazati obmodcje zaupanja izracunanega
polozaja tocke, v smislu, da se pravi polozaj tocke nahaja znotraj elipse pogreskov. A iz slike vidimo,
da kar znaten del tock pade izven elipse. Stevilo polozajev simuliranih tock, ki padejo v notranjost
standardne elipse pogreskov je samo 39,40%, kar predstavlja dobro tretjino. Vsi ostali polozaji so
izven standardne elipse pogreskov. Ali ¢e povemo drugace, ko dolocimo koordinate neke tocke, je
verjetnost, da lezi pravi polozaj tocke znotraj elipse pogreskov le 39,40%. Ce Zelimo to verjetnost
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Slika 1-6: Standardna elipsa pogreskov in simulacija tock

povecati, moramo izbrati faktor k iz enac¢be (1-6) ustrezno veéji od 1 in tako polosi elipse pogreskov

a=k/N b=k (1-13)

Za razline vrednosti faktorja k& dobimo razlicne vrednosti verjetnosti (oznaka P v preglednici 1-1),
s katero zelimo opisati natanc¢nost doloc¢enega polozaja tocke. Preglednica 1-1 prikazuje odvisnost
iskane verjetnosti od vrednosti faktorja k. Poudarjen izpis prikazuje najveckrat uporabljene elipse
pogreskov, in sicer standardno elipso pogreskov (k = 1.000, P = 0.394) in t.i. 95% elipso pogreskov
(k =2.448, P = 0.95).

izracunati kot:

k| P
1.000 [ 0.394
1.177 | 0.500
2.000 | 0.865
2.146 | 0.900
2.448 [ 0.950
3.035 | 0.990

Preglednica 1-1: Dolocitev velikosti in pripadajoce verjetnosti razli¢nih elips pogreskov

Slika 1-7 prikazuje standardno elipso pogreskov s slike 1-6 v skrlatni barvi in vse simulirane polozaje
tock, ki so znotraj standardne elipse pogreskov v ¢rni barvi. Vedja elipsa pogreskov je 95% elipsa
pogreskov (rdeca barva). Znotraj te elipse pogreskov je 95% vseh simuliranih polozajev, a je kar
2.448-krat vecja od standardne elipse pogreskov. Vsi simulirani polozaji, ki so znotraj te elipse so
oznaceni z vijolicno in ¢rno barvo. Ostalih 5% polozajev je sive barve in se nahajajo izven elipse

pogreskov.
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Slika 1-7: Standardna elipsa pogreskov, 95% elipsa pogreskov in simulirane tocke v ravnini

1.5 Absolutna in relativna elipsa pogreskov
1.5.1 Absolutna elipsa pogreskov

Absolutno elipso pogreskov racunamo na osnovi kovariancne matrike 33, posamezne tocke. Ce
imamo podano kovarianéno 3 matriko vec¢ih tock geodetske mreze, vzamemo za osnovo odgovarjajoco
kvadratno podmatriko na diagonali celotne matrike. Izracun parametrov elipse pogreskov poteka po
enachah iz poglavja 1.3, veliko in malo polos standardne elipse pogreskov izracunamo na osnovi
enacbe (1-10), kot zasuka na osnovi enacbe (1-11), polosi za elipse pogreskov vecje verjetnosti pa
na osnovi enacbe (1-13), kjer faktor k£ dobimo iz preglednice 1-1. Izris absolutne elipse pogreskov:

« sredisc¢e absolutne elipse pogreskov je tocka,

o merilo izrisa elipse pogreskov ni enako merilu celotne skice geodetske mreze.

1.5.2 Relativna elipsa pogreskov

Relativno elipso pogreskov dolo¢amo med dvema tockama 77 in 75, ki imata polozaja podana v
vektorju pi2 in kakovost polozaja z varianéno kovarianéno matriko 3;s:

2

Y1 Oy Oyiz1 Oyiyz Oyrao
2

1 Oyiz1 Oz, O o

— —_ 1 1Y2 12

P12 = g = 2 (1*14)
Y2 Oyriya Oziys Oyy Oyomy
2

T2 Oyize Oxzize Oyozy  Ogy

Pri relativni elipsi pogreskov moramo izracunati kovariancno matriko Xaya,, ki se nanasa na vektor
Ap med tockama 77 in 75 in ima obliko:

_ 2
Ap — [ Ay ] _ [ Y2 — Y1 ] Sayae = [ OAy  OAyAz ] (1-15)

2
Az To — X1 OAyAz  Tag



GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

Kovarian¢no martriko ¥ aya, iz enacbe (1-15) dobimo na osnovi zakona o prenosu varianc in kovari-
anc, izhajamo pa iz enacbe (1-15) za izra¢un komponent vektorja Ap in enacbe (1-14), kjer imamo
kovarianc¢no matriko X5, in sicer:

Sagae = I810J7" J= [_01 _01 (1] (1] ] (: [ —Iro Inxo D (1-16)

Elemente matrike v enacbi (1-15) dobimo preko izracuna iz enacbe (1-16) in so podani v enacbi

(1-17):

2 9 2
Ony =0y, — 200y, + Oy,

2 2 2 B
OpAz =0gq; — 20—351962 + Oy (]' 17)

OAyAz =O0yja; + Oyozs — Oyrza — Oyomy

Relativna elipsa pogreskov prikazuje natanc¢nost relativnih polozajev med tockami. Natancénost po-
lozaja geodetske tocke je odvisna od dveh koli¢in, in sicer natancnosti polozajev danih tock in na-
tancnosti opazovanj. Kadar imamo polozaje danih tock slabe bodo absolutne elipse tock prav tako
slabe. Z relativnimi elipsami pogreskov tako lahko ocenimo natacnost relativnega polozaja tock med
seboj.

Izris relativne elipse pogreskov:

o sredisce relativne elipse pogreskov je na sredini zveznice 1175,

o merilo izrisa elips pogreskov naj ne bo enakov merilu celotne skice.
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GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

1.6 Primer 1 — polarna izmera

Resimo primer, ki smo si ga podali v poglavju 1.1. Dolociti zZelimo koordinate dveh novih tock, T}
in Ty, pri tem, da bomo izhajali iz dveh danih tock A(ya,z4) = (10,0m,90,0m) in B(yg,zrp) =
(30,0m, 10,0 m), opazovali pa bi a; = 80° in ay = 40° ter dy = dy = d = 65,0 m, ki imajo natancnosti
o4 = 2,0mm in o,, = 0,, = 3,0”. Prikaz situacije je podan na sliki 1-8. Izracunaj koordinate novih
tock (T1(y1, z1), To(y2, x2)), doloci variancno-kovarianéno matriko obeh tock (315), dolo¢i natancénosti
vseh koordinat obeh tock (oy,, 04, 0y, in 04, ) ter vse njihove korelacije (py,215 Pyowas Pyryes Pyrzss Priyss
Peras)- lzracunaj tudi parametre absolutne elipse pogreskov na obeh tockah, parametre 95% elipse
pogreskov, relativno standardno elipso pogreskov in relativno 95% elipso pogreskov med tockama T
in 75.

| | | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T T

Slika 1-8: Dolocitev koordinat in njihovih natanc¢nosti pri polarni izmeri

Izhajamo iz enacb poligona za izracun polozaja tock T3 in Th, ki so (rezultati so seveda enaki kot v
poglavju 1.1, v enacbi (1-1):

y1 = yp + dsin (v5 + oy — 180°) = yp + dsin v = 89,364 m

)=y
a:lsz—i-dcos(u +a1—180) B+dcosu = 36,475 m
)=

(1-18)
Yo = Yy + dsin (I/A +as —180°) = yp +dsml/B = 58,457 m
xgszercos(y +a2—180)—:p3+dcosy = 68,440 m

Smerni kot v} iz enacbe (1-18) je enak v% = 165°57'49,5”, medtem ko sta smerna kota vi' =

65°57'49,5" in vZ? = 25°57'49,5". Izradun neznank iz enacbe (1-18) temelji na Stirih opazovanjih, in

11



GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

sicer d1 = dy = d, oy in s, za katere je kovariancna matrika enaka:

o 0 0 0 4,000 x 1079 m? 0 0 0
v 0 g2 0 0| 0 2,115 x 10710 0 0
10 0 o2 0| 0 0 4,000 x 10~%m? 0
0 0 0 o2 0 0 0 2,115 x 10710
(1-19)
Na osnovi funkcijskih povezav med opazovanji in neznankami iz enac¢be (1-18) sestavimo jakobijevo
matriko J:
sinvg  dcosvy 0 0 0,913 26,475m> 0 0
5| cos v —dsinvg 0 0 | 0,407 —59,364m> 0 0
B 0 0 sinvg  deosvg | | 0 0 0,438 58,440 m?
0 0 cosvy  —dsin vy 0 0 0,899 —28,457 m?
(1-20)
Varianc¢no-kovarianéno matriko 3,5 izracunamo kot:
3,485 x 107m? 1,156 x 107 m? 0 0
1,156 x 107°m? 1,409 x 10~%m? 0 0
Y=t =| 7 ’ 1-21
2 0 0 1,489 x 10~6m? 1,223 x 106 m? (1-21)
0 0 1,223 x 107%m? 3,405 x 10~ m?
Iz oblike kovarian¢ne matrike X5 iz enac¢be (1-21) lahko ugotovimo, da so:
e mnatancnosti koordinat in korelacije koordinat iste tocke:
0, = 1,867 mm 0p = L187Tmm  p, ., = 5215 x 107! (122)
0y = 1,220 mm Op, = 1,845 mm  p,,., = 5,430 x 107
o korelacije med koordinatami razlicnih tock:
Pyrye = Pyize = Pziyz = Prize = 0 (1723)

Za izracun elips pogreskov za obe tocki vzamemo dve pod-matriki kovarianéne matrike 35, za tocko
Ty prvi dve vrstici in prva dva stolpca, za tocko T, pa zadnji dve vrstici in stolpca. Za polosi elipse
uporabimo enacbo (1-10), za kot zasuka pa enacbo (1-12). Dobimo:

 standardna elipsa pogreskov in 95% elipsa pogreskov na tocki T;:

a = 2,00 mm b= 0,95mm 0 = 24,036° (1-24)
aAg5%, — 4,90 mim b95% = 2732 mim 995% = 24,0360

 standardna elipsa pogreskov in 95% elipsa pogreskov na tocki T5:
a = 2,00 mm b= 0,95mm 0 = 64,036° (1-25)
agsy, = 4,90 mm bos, = 2,32 mm Oy59, = 64,036°

12



GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

Izracunajmo Se parametre relativne elipse pogreskov za vektor T17;. Kovariancna matrika 3ayaq.

ima obliko:
4974 x 1075m? 2,378 x 107 m?

2,378 x 107m? 4,814 x 1076 m? (1-26)

YAz =

Parametre standardne relativne elipse pogreskov in 95% relativne elipse pogreskov dobimo kot:

a = 2,70 mm b= 1,59 mm 0 = 44,036°

(1-27)
ags% = 6,61 mm bosy, = 3,88 mm Og59, = 44,036°

Rezultati, ki smo jih dobili v tem primeru so potrebni komentarja. Kot prvo lahko vidimo, da sta
oblika in velikost elipse pogreskov na tockah 77 in T, enaki (enacbi (1-24) in (1-25)). Ker sta obe
tocki izmerjeni na enak nacin (enak instrumentarij, enaka dolzina), le kot je drugacen, je rezultat
pricakovan. Za elipse pogreskov pravimo da so koordinatno neodvisne, saj bo oblika in velikost
elipse vedno enaka pod enakimi pogoji izmere, neglede na to, kje je orientacija za polarno izmero.
Da vidimo, kaj predstavljata velika in mala polos elipse pogreskov, pa prvo poglejmo izrisane elips
pogreskov na sliki 1-9.

x

A

| | | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T T

)
Slika 1-9: Absolutni elipsi pogreskov polozajev dveh tock in relativna elipsa pogreskov med tockama

S slike 1-9 je razvidno, da sta obe absolutni elipsi pogreskov usmerjeni ravno v smeri merjene dolzine
(oz. poltrak merjenega kota). Oba kota zasuka elipse pogreskov sta dejansko enaka razliki obeh
smernih kotov do 90°. Kaj pa predstavljata velikosti polosi? Velika polos je pri obeh tockah enaka
a = 2,00mm, kar je ravno natancnost izmerjene dolzine o4. Mala polos pa je enaka b = 0,95 mm,
kar pa ravno predstavlja produkt do,pne, Ce ga predstavimo v milimetrih. Velikosti polosi sta ravno
natancnosti opazovanj.

Se zadnje, relativna elipsa pogreskov. Ker so koordinate tock 7) in T, medseboj nekorelirane, je
relativna elipsa pogreskov ravno super-pozicija obeh elips pogreskov, tako po velikosti, kot tudi po
usmerjenosti.

13



GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

1.7 Primer 2 — polozaja dveh tock

V drzavnem koordinatnem sistemu imamo podane koordinate dveh tock, in sicer A(ya,xa) =
(10,0m, 10,0m) in B(yg,zp) = (40,0m,35,0m). Podane imamo pa tudi natan¢nosti in korelacije
koordinat obeh tock, in sicer:

« na tocki A: 0y, =1,7cm, 0,, =2,1cm in py,,, = —0,1

e mna tocki B: 0y, =2,0cm, 0., = 1,9cm in py,,, = 0,1

 korelacije: py,yp = —0,2, pyazs = 0,2, prays = —0,1i0 py 0, = —0,1
Izracunaj:

« kovarian¢no matriko ¥ 45 polozajev (koordinat) tocke A in B,

o parametre absolutne elipse pogreskov na tocki A, in sicer standardno elipso pogreskov, 95%
elipso pogreskov in 99% elipso pogreskov,

o parametre absolutne elipse pogreskov na tocki B, in sicer standardno elipso pogreskov, 95%
elipso pogreskov in 99% elipso pogreskov,

« kovarian¢no matriko ¥+ vektorja AB in

« parametre relativne elipse pogreskov vektorja AB, in sicer standardno elipso pogreskov, 95%
elipso pogreskov in 99% elipso pogreskov.

Elipse tudi izrisite.

Podane imamo koordinate dveh tock, A in B, kovarian¢na matrika 3 g polozajev obeh tock je torej
velikosti 4 x 4 in ima obliko:

B 2

UyA UyAiL“A UyAyB UyAIB
EAB — UyAxA U§A UIAyB UIAIB —_
Oyays  Ozayp 032;3 Oypzp
L Oyazp Ozazp Oypzp U:?:B (1*28)
[ 289 x10™* —357x107° —6,80 x 107° 6,46 x 1075
| =357 x 1077 441 x 107 —420%x 107 —3,99 x 107° )
| =6,80x107° —420x107° 4,00 x 107* 3,80 x 107°
6,46 x 107>  —=3,99 x 107® 3,80 x 107° 3,61 x 1074
Za izracun polosi standardne elipse pogreskov bomo uporabili sledeci enacbi:
o2 + 2 o2 _ 52)2
a:\/)‘il — A1 = y2x+\/(y4x) + 02,
24 2 (0% — 02)? (1-29)
B oy + o o, — 0
b= \/)‘72 — Ao= =5~ 4 o
medtem ko bomo za matematic¢ni kot zasuka velike polosi glede na absciso uporabili:
o atan2(20,,, 02 —o?) (1-30)

2
14



GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

V enacbah (1-29) in (1-30) so parametri o,, o, in o,, genericni, torej jih bomo v nadaljevanju
ustrezno nadomestili.

Za izracun parametrov absolutne elipse pogreskov na tocki A iz kovariancne matrike 3 45 v enacbi
(1-28) uporabimo kovariancno matriko ¥4 tocke A, ki predstavlja pod-matriko matrike X 45, kjer
vzamemo le prvi dve vrstici in prva dva stolpca. Uporabimo enacbi (1-29) in (1-30) za podatke
natancnosti tocke A, in dobimo:

o Standardna elipsa pogreskov: k=1, a =2,12cm, b = 1,68 cm in § = —77°25'12,00”
o 95% elipsa pogreskov: k =2.448, a = 5,18 cm, b = 4,10 cm in § = —77°25'12,00”

e 99% elipsa pogreskov: k = 3.035, a = 6,43 cm, b = 5,09 cm in § = —77°25'12,00”

Za izracun parametrov absolutne elipse pogreskov na tocki B pa iz matrike 345 vzamemo zadnji
dve vrstici in zadnja dva stolpca in dobimo:

o Standardna elipsa pogreskov: k=1, a = 2,06 cm, b = 1,84 cm in # = 31°2512,00”
e 95% elipsa pogreskov: k = 2.447, a = 5,03cm, b = 4,50 cm in # = 31°25'12,00”
e 99% elipsa pogreskov: k = 3.035, a = 6,24 cm, b = 5,58 cm in § = 31°25'12,00”

Kovarianéno matriko ¥ vektorja AB dobimo po enacbah (1-15), (1-16) in (1-17), ki so prikazane
v poglavju 1.5:
Y5 = JZ4pI" — J = { —Irxo oo } (1-31)

Kovariancna matrika iz enacbe (1-31) ima vrednosti:

2 -4 -5
S l 0y OAyAx ] _ [ 8,250 x 10 2,030 x 10 ] ) (1-32)

Oayre Ok, —2,030 x 107° 8,818 x 1074

V enachi (1-32) sta Ay = yg —ya in Ax = xp — x4 in predstavljata enacbi za funkcijsko povezavo, iz
katerih dobimo jakobijevo matriko J iz enac¢be (1-31). Parametre relativne elipse pogreskov vektorja
AB so:

« Standardna elipsa pogreskov: k=1, a = 2,98 cm, b = 2,86 cm in § = —72°13'12,00”
o 95% elipsa pogreskov: k =2.448, a = 7,29cm, b = 7,00 cm in # = —72°13'12,00”
o 99% elipsa pogreskov: k = 3.035, a = 9,05cm, b = 8,68 cm in §# = —72°13'12,00”

Na koncu Se izrisimo celotno situacijo, polozaje tock, vektor med tockami in vse elipse pogreskov,
kar prikazuje slika 1-10. Rdece so standardne elipse pogreskov, modre so 95% elipse pogreskov in
zelene 99% elipse pogreskov.
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GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

Merilo elips pogreskov:

+ — 4,00 cm

| | | | | | | | |

Y
Slika 1-10: Izris geodetske mreze in elips pogreskov

1.8 Primer 3 — zunanji urez

Dani sta dve toéki, in sicer A(y4,x4) = (10,00m, 0,00 m) in B(yp,z) = (100,00 m, 0,00 m). Do nove
tocke T'(yr, x7) smo izmerili dva kota, in sicer & = 30° in § = 45°, oba z natan¢nostjo (o0, = o5 = 1'),
kot to prikazuje slika 1-11. Izracunajte koordinate tocke T, kovariancno matriko 37 polozaja tocke

T, natancnosti obeh koordinat oy, 0, in njuno korelacijo py,.,. Izracunajte parametre absolutne

T
elipse pogreskov a, b in 6 na tocki T in jo tudi izrisite.

T

A 4 B\ B

| | | | | |
T T T T T T T 1 T T

)
Slika 1-11: Opazovanja zunanjega ureza za dolocitev koordinat nove tocke
Naloga predstavlja enega izmed primerov enoli¢ne doloc¢itve koordinat tocke, to je zunanji urez, kje
pa imamo podrobno resitev podano v okviru poglavija Zakon o prenosu pravih pogreskov lanskega
leta in tudi v okviru poglavja Zakon o prenosu varianc in kovarianc tega leta. Tu so zato podani

samo rezultati, brez enacb, resitev pa sledi postopku zakona o prenosu varianc in kovarianc.

1. Sestavimo vektor opazovanj x in pripadajoco varian¢no-kovarianéno matriko 3,.,.

16



GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

Stevilo opazovanj je n = 2 in vektor opazovanj x je oblike:

o] [0,52360
= M - [0,78540] (1-33)

Kovarian¢na matrika 3., ima obliko:

8,462 x 1078 0
Y= 1 1-34
[ 0 8,462 x 1078 ] ( )
2. Doloc¢imo vse nase neznanke y; (j = 1,...,m) in sestavimo vektor neznank y.

Zanimajo nas koordinate tocke T', torej je m = 2, vektor neznank y pa ima obliko:

y = [ o ] (1-35)

xT
3. Doloc¢imo funkcijske zveze med neznankami in opazovanji, y; = fj(x1, 22, x3,...,2,), (j =
1,...,m) in izracunamo vrednosti neznank y.
Izracun koordinat tocke T':
7 = 67,058 m
Y (1-36)
rr = 32,942 m
4. Izracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti
m X n.
Jakobijeva matrika J je enaka:
—48,23085 41,76915
J= (1-37)
48,23085  24,11543
5. Izracunamo kovariancno matriko neznank %, = J33,,J T
Kovarian¢na matrika 3, ki predstavlja kovarianéno matriko tocke 7', je enaka:
3,445 x 107 —1,116 x 10~*
yy = 4 T, | m? (1-38)
—1,116 x 10 2,460 x 10
6. Iz varian¢no-kovariancne matrike neznank 33,, izracunamo natancnosti neznank o; (j = 1,...,m)
in korelacije med neznankami p; ; (4,7 =1,....,m A1 # j).
Prvo izracunamo natancnosti koordinat o, in o,,. ter korelacijo py,z;;
oy =1,86cm 0, =157cm  pyre, = —0,38 (1-39)

Po postopku zakona o prenosu varianc in kovarianc izracunajmo Se parametre standardne absolutne
elipse pogreskov na tocki 7"

a=204cm  b=132cm 6 =-3310° (1-40)

Izrisimo sSe elipse pogreskov na tocki T

17



GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje)

Elipse pogreskov

| | | | | | |

Merilo elips pogreskov:

1 F— 2,00 cm

T T T T T T T 1 T T T

Slika 1-12: Izris elips pogreskov na novi tocki

Na koncu pa nas zanima Se, kaksne so elipse pogreskov v odvisnosti od razlicnih polozajev tocke T'.

To prikazuje slika 1-13. Na sliki so prikazane:

o elipsa pogreskov tocke T' s slike 1-12 — izrisana z rdeco barvi,

 elipse pogreskov za razlicne polozaje tocke T' — izrisane s ¢rno barvo in

 elipsa pogreskov polozaja tocke T, ki je rezultat optimalnega preseka kotov « in  — izrisana z

modro barvo.

Iz slike se lepo vidi, kako se oblikujejo elipse pogreskov, pri razlicni geometriji tock A, B in T'. Elipse

pogreskov so zelo razliénih velikosti in oblike. Od kroznice (modra elipsa) do zelo sploséenih elips in

od malih do zelo velikih. Ugodna situacija je, ko imamo majhne in krozne elipse pogreskov, v tem

primeru govorimo o dobrem preseku, ki nam zagotovi homogeno natancénost polozaja tocke 7. Homo-

gena natancnost polozaja je dosezena takrat, ko sta obe komponenti primerljive (enake) natancénosti

in ko ni korelacije med njima. Takrat bo elipsa pogreskov oblike kroznice. Izraz homogenost se na-

nasa na to, da je natancnost polozaja tocke neodvisna od smernega kota. To si lahko predstavljamo

tako, da presekamo elipso s premico, ki gre skozi tocko T in je usmerjena pod razlicnimi smernimi

koti. Ce sta obe tocki presedista enako oddaljeni, ne glede na vrednost smernega kota, govorimo o

homogeni natancnosti.
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GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje)

Elipse pogreskov

o O O o
(-

\\‘A/ = —

o O O

0]

o O O

| Py
I I I I T I I I I

Slika 1-13: Izris elips pogreskov za razlicne polozaje nove tocke

1.9 Primer 4 — lo¢ni presek

Dani sta dve toéki, in sicer A(y4,x4) = (10,00m, 0,00 m) in B(yp,z) = (100,00 m, 0,00 m). Do nove
tocke T'(yr,zr) smo izmerili dve stranici, in sicer ¢ = 60,00m in b = 80,00 m, obe z natan¢nostjo

(04 = 0, = 1,00 cm), kot to prikazuje slika 1-14. Izracunajte koordinate tocke T, kovarianéno matriko

Y7 polozaja tocke T', natancnosti obeh koordinat oy, o,

T

parametre absolutne elipse pogreskov a, b in 6 na tocki T" in jo tudi izrisite.

T

A
| | | |

|

1 B

T T T T T

T

T T

in njuno korelacijo py,.,. Izracunajte

)
Slika 1-14: Opazovanja lo¢nega preseka za dolocitev koordinat nove tocke

Vidimo, da naloga predstavlja izracun koordinat nove tocke 7" na osnovi lo¢nega preseka, kar je bila

tudi Domaca naloga 3, a tam podana v malo drugacni obliki. Resitev naloge sledi postopku zakona

0 prenosu varianc in kovarianc.

1. Sestavimo vektor opazovanj x in pripadajoco varian¢no-kovarianéno matriko 3.,
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GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

Stevilo opazovanj je n = 2 in vektor opazovanj x je oblike:
a 60,00 m
X = g
b 80,00 m

Kovarian¢na matrika 3., ima obliko:

—~

1-41)

1,000 x 10~ 0
Y= 2 1-42
o l 0 1,000 x 10~* ] (1-42)
2. Dolo¢imo vse nase neznanke y; (j = 1,...,m) in sestavimo vektor neznank y.

Zanimajo nas koordinate tocke T', torej je m = 2, vektor neznank y pa ima obliko:

=] (1-43)

T

Resitev pa je podana takole:

e izracun dane dolzine D med tockama A in B:

D = \/(ys — ya)? + (w5 — z4)? = 90,000 m (1-44)

e izracun kota « na tocki A po kosinusnem izreku:

2 2 _ p2
a+ D=0
a = arccos —————— = 60°36'39” (1-45)
2aD
3. Dolo¢imo funkcijske zveze med neznankami in opazovanji, y; = fij(x1, 22, 23,...,2,), (J =
1,...,m) in izracunamo vrednosti neznank y.

Izracun koordinat tocke T

=ys+acosa = 39,444 m
Yr = Ya (1-46)

Tr =x4 +asina = 52,278 m

4. ITzracunamo vseh m x n parcialnih odvodov % in sestavimo Jakobijevo matriko J velikosti
1
m X n.

Parcialne odvode dobimo takole:

e prvo odvajamo « iz enacbe (1-45) po a in po b:

Oa 1 2a(2aD) — (a* + D* — v*)2D

— =— = —3,365 x 1073
da V1 —cos? (2aD)? 147
Ox 1 —b (1-47)

o = = 1,700 x 10
ob V1 —cos?a (aD)

« odvoda obeh neznank (yr in x7) po obeh opazovanjih (a in b):

% =cosa — asin oz—Oé = 6,667 x 107! % =— asinoza—a = —8,889 x 107!
88% =sin o + a cos ag—z =7,722 x 107! 88% =a cos ag—(; = 5,006 x 107!
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GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

Jakobijeva matrika J je enaka:

-1 -1
5 [ 6,667 x 10 8,889 x 10 ] (1-49)

7,722 x 1071 5,006 x 107!

9. Izracunamo kovariancno matriko neznank 33, = JX,,J T

Kovarian¢na matrika 32,,, ki predstavlja kovariané¢no matriko tocke 7', je enaka:

yy»

5 1,235 x 107* 6,980 x 1076 |
Wl 6,980 x 1076 8,470 x 107°

in korelacije med neznankami p; ; (i,7 =1,...,mAi # j).

Prvo izracunamo natancnosti koordinat o, in o,,. ter korelacijo py .z ;

oy, =1,11ecm 0,, =092cm  py,a, = 0,07 (1-51)

Po postopku zakona o prenosu varianc in kovarianc izracunajmo se parametre standardne absolutne
elipse pogreskov na tocki 7"

a=112cm  b=09lcm 6 =9903141274473° (1-52)

Izrisimo Se elipse pogreskov na tocki 7.

X

Merilo elips pogreskov:

+ a b F— 2,00 cm

| | | | | | | |
T T

Slika 1-15: Izris elips pogreskov na novi tocki
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GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

Tako kot pri zunanjem vrezu nas na koncu nas zanima, kaksne so elipse pogreskov v odvisnosti od
razli¢nih polozajev tocke T'. To prikazuje slika 1-16. Na sliki so prikazane:

« elipsa pogreskov tocke T' s slike 1-15 — izrisana z rdeco barvi,
 elipse pogreskov za razlicne polozaje tocke T' — izrisane s ¢rno barvo in

» elipsa pogreskov polozaja tocke T, ki je rezultat optimalnega preseka stranic a in b — izrisana
z modro barvo.

Tudi pri locnem preseku lahko vidimo, kako razlicna geometriji tock A, B in T vpliva na velikost,
obliko in orientacijo elips pogreskov. Obstaja samo en polozaj, kjer je elipsa kroznica (modra elipsa),
ki pa se seveda ponovi na drugi strani zveznice AB.

2 e i< B < B SN
Z o O O O O
J O O O O O

o & Q

80
- 0 O 0O O o

0 0 00 o,

| PR l
I T I

= 9 9 9,99

- N\

Sl%a 1-16: Izris elips pogreskov za razlicne polozaje nove tocke
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1.10 Primer 5 — polozaj tocke na kroznici

Z danih tock A(ya, x4)=(0,00m, 0,00 m) in B(yz, z5)=(100,00 m, 0,00 m) smo neodvisno in z razli¢no
natancnostjo opazovali kota av = 30°1’ (o, = 15,00”) in § = 60°1’ (05 = 30,00”) do tocke T'. Tocka T’
lezi na kroznici, katere diametralni tocki sta tocki A in B. S posredno in pogojno izravnavo po MNK
izravnajte opazovanja in dolocite koordinate tocke T'. Dolocite kovarianéno matriko 37, natanc¢nosti
koordinat o, in o,, tocke T ter korelacijo py,.,. Za izracun uporabite referen¢no varianco a-priori
oa. Izracunajte parametre absolutne elipse pogreskov a, b in 6 na tocki T in jo tudi izriSite.

A B

Y
Slika 1-17: Opazovanja za dolocitev koordinat tocke na kroznici

Da pridemo do vseh resitev naloge, moramo prvo izravnati opazovanja, nato izracunati neznanke, z
zakonom o prenosu varianc in kovarianc izracunati statisticne lastnosti neznank in v zadnjem koraku
izracunati parametre elips pogreskov.

1.10.1 Izravnava opazovanj po MNK

V nalogi je navodilo, da je potrebno opazovanja izravnati z obema modeloma izravnave, to sta
posredna in pogojna izravnava. Postopka ne bomo prikazali, le nastavek in konc¢ne rezultate. Ne
glede na vrsto izravnave, imamo osnovni pogoj, ki mu morata obe izravnani opazovanji & in B
zadoscati:

a+ [ =90° (1-53)

Do enacbe 1-53 pridemo, ko ugotovimo, da je trikotnik AABT pravokotni trikotnik. To izhaja iz
osnovnih pravil pravokotnega trikotnika, saj sredisce oc¢rtanega kroga pravokotnega trikotnika lezi
ravno na sredini hipotenuze (stranica AB). Enacbo 1-53 uporabimo za pogojno enacbo pogojne iz-
ravnave ali v enacbah popravkov pri posredni izravnavi. Tam moramo izbrati tudi neznanke. Imamo
dve opazovanji (a in (), kjer bi nujno potrebovali le eno, zato imamo eno nadstevilno opazovanje.
Rezultat izravnave sta izravnana kota z natacnostmi:

& = 30°0'36" 05 = 13"
) (1-54)
B = 59°59'24" 0y =13"

Iz oblike enacbe (1-53) lahko tudi sklepamo o korelaciji med obema izravnanima opazovanjema, velja
Pa B = —1,0.
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GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

1.10.2 Izracun koordinat tocke in pripadajoce kovarian¢ne matrike s prenosom varianc
in kovarianc

Koordinate y7 in z7 dobimo, ¢e prvo izracunamo stranico a med tocko A in tocko 7', na osnovi npr.
izravnanega kota & in hipotenuze trikotnika (razdalja D = AB). Nato pa izracunamo:

yr = asin& = Dsin® & = 25,015m

D (1-55)
Tr = acosi = 5 sin 2& = 43,310 m
Natancnosti obeh koordinat in njuna korelacija pa so:
Oyp =56mm 0, =33mm  py. =10 (1-56)

1.10.3 Izracun parametrov elipse pogreskov in njen izris

Na osnovi izracunane kovariancne matrike 31 tocke 7' iz prejSnjega podpoglavja, izracunamo vse tri
parametre elipse pogreskov:

a=65mm  b=00mm 6 =30,0° (1-57)

Ali je oblika elipse pogreskov iz enacbe (1-57) presenecenje? Zakaj za polos b dobimo taksno vre-
dnost? Odgovor je na sliki 1-18. Vidimo, da mora tocka 7" lezati na kroznici, zato se lahko “premika”
le po kroznici, torej na nekem majhnem delu kroznice le po premici, ki je ravno tangenta skozi tocko.
Zato je elipsa pogreskov splos¢ena do daljice.

T - ~~o.
~
~
N
. N
7 N
7/ AN
/ \
/ \
. / \
/ \
/ \
o \
€1 \
/ : : - G
/ Merilo elips pogreskov: \
/ \
+ — 1,0cm \
[ \
A B
l l l l l l l l l
I I I I I I I I I

Y
Slika 1-18: Izris elipse pogreskov nove tocke na kroznici
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1.11 Primer 6 — ravninska geodetska mreza

V ravnini imamo podana polozaja dveh danih tock, A(ya,z4) = (5,0m,10,0m) in B(yp,xp) =
(20,0m,0,0m). Da bi dolo¢ili polozaj toc¢ke T, smo s tocke A opazovali dolzino a = 16,2m (o, =
0,1m) in kot a = 45° (0, = 30'), s tocke B pa dolzino b = 132m (0, = 0,1m) in kot f =
60° (05 = 30), kot to prikazuje slika 1-19. S pogojno in posredno izravnavo po MNK izravnaj
opazovanja in izracunaj koordinate tocke T'(yr, rr), natancnosti koordinat o, in 0., ter korelacijo
Pyray- Uporabite referencno varianco a-priori og. Izracunajte parametre absolutne in 95% elipse

pogreskov a, b in # na tocki T" in ju tudi izrisite.

Y
Slika 1-19: Opazovanja v ravninski mrezi za dolocitev polozaja nove tocke

Ker smo to nalogo resili tako v okviru poglavja Pogojna izravnava po MNK lanskega leta, kot tudi
pri poglavju Zakon o prenosu varianc in kovarianc pri MNK letoSnjega leta, bomo tu nalog resili z
drugac¢nim nizom pogojnih enacb, predstavljeni pa bodo bolj kot ne samo rezultati.

1.11.1 Izravnava opazovanj po MNK
1. Nastavimo funkcionalni model izravnave — sestavimo osnovni matri¢ni model izravnave.
Sestavimo r = 2 pogojnih enach, tu bomo uporabili:

(1-58)

V drugi pogojni enacbi iz enacbe (1-58) kolic¢ina D predstavlja dolzino med danima tockama
. T

A in B. Ce nastavimo vektor opazovanj kot 1 = [a a b 6} , potem pogojni enacbi (1-58)

lahko zapisemo v osnovni matri¢ni obliki pogojne izravnave izravnave Av = f:

Uq,
0,707 11,455 —0,866 —6,600 | | va —0,024m
0,707 —11,455 0,500 —11,432 | —=0,027m

= (1-59)

Ug
2. Nastavimo stohasti¢ni model izravnave.

Opazovanja so razliéne natanc¢nosti in medseboj nekorelirana. Sestavimo kovarianéno matriko

33, za referencno varianco si izberemo o2 = o2 in dobimo kofaktorje opazovanj enake:

Ga=13131 o =100 ¢ =131,31 ¢5=1,00 (1-60)
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Elipse pogreskov

3. ResSimo funkcionalni model izravnave.

Resitev funkcionalnega modela pogojne izravnave predstavljata vektorja popravkov opazovanj
in vektor izravnanih opazovanj:

—0,0156 m 16,1844 m

| 0,0000570 i—l4v— 0,7854552 (1-61)
0,0036 m 13,2036 m
0,0015286 1,0487262

V enacbi (1-61) sta tako popravka v, in vg, kot tudi izravana kota & in 3, podana v ra-
dianih. Popravka lahko zapiSemo tudi kot v, =0'11,8", vz =5'15,3", izravnana kota pa kot
& =45°0'11,8" in 3 =60°5'15,3".

. Resimo tudi stohasti¢ni model izravnave.
Resitev stohasticnega modela izravnave pomeni izracun obeh matrik kofaktorjev, Q., in Qy,
kjer dobimo:

57,023
0,190
—16,249
—5,497

74,289 —0,190 16,249
-0,190 0,338 5,235
16,249 5,235 86,120

5,497 —0,121 —-0,474

0,190
0,662
—5,235
0,121

—16,249
~5,235
45,192
0,474

5,497
—0,121
—0,474

0,441

—5,497
0,121
0,474
0,559

QUU = QATPGAQ =
(1-62)

Q[[:Q_vi:

Na osnovi pogreskov opazovanj izracunamo tudi referencno varianco a-posteriori 63 in referencni
standardni odklon a-posteriori 6y:

. VIPv VP
0’0 —_= =
n — ng r

60 = /33 = 0,0015

. Izberemo si ustrezno referencéno varianco in izracunamo iskane variancéno-kovariancéne matrike.

Y 21481 x 1079
(1-63)

Za izracun kovarian¢énih matrik 3,, in X5 bomo uporabili referenéno varianco o3, kjer dobimo:

4343 x 107 1,450 x 1075 —1,237 x 1073 —4,186 x 10~* ]
5 _ 1,450 x 107 5,044 x 107° —3,987 x 107* 9,229 x 10~¢
Yl —1,237x 1078 —3,987 x 107* 3,442 x 107% 3,608 x 107°
| —4,186 x 107 9,229 x 1075 3,608 x 107° 4,259 x 107° | Lea
5,657 x 1072 —1,450 x 10 1237 x 1072 4,186 x 10~* (1764)
5 —1,450 x 10 2,572 x 107° 3,987 x 107* —9,229 x 1076
e 1,237 x 1072 3,987 x 107* 6,558 x 1073 —3,608 x 10~°
4,186 x 107* —9,229 x 1075 —3,608 x 107® 3,356 x 107> |

6. Iz vseh varian¢no-kovarianénih matrik stohasti¢nega modela izracunamo natan¢nosti neznank,

popravkov opazovanj in izravnanih opazovanj ter njihove korelacije.
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Za izracun natancnosti vseh koli¢in, korenimo diagonalne elemente vseh kovarianénih matrik iz
enacbe (1-64), korelacije pa dobimo iz izven-diagonalnih elementov matrik. Ker nas primarno
zanimajo izravnana opazovanja, izracunajmo natancnosti le-teh:

05 = T7,5cm o5 = 17'26" o, =38,1lcm op = 19'55" (1-65)

Korelacije med izravnanimi opazovanji izpisimo v obliki preglednice:

a & b B
al 1,00
&l —004 1,00
b| 020 097 1,00
Bl 09 —031 —0,08 1,00

1.11.2 Izracun polozaja tocke in pripadajoce kovariancéne matrike

Rezultat pogojne izravnave v zgornjem postopku sta vektor izravnanih opazovanj 1 iz enacbe (1-61)
in njegova variancno-kovariancna matrika 3 iz enacbe (1-64). Izravnana opazovanja in koordinate
danih tock (A in B) uporabimo za izrac¢un koordinat tocke 7', in sicer:

= ya+ asin(vf — &) =20,870m
Yr = Ya ' ( AB A) (1-66)
xp =x4+ acos(vy —a&) =13,175m

Natanc¢nosti koordinat in pripadajoco korelacijo dobimo preko zakona o prenosu varianc in kovarianc.
Tudi v tem primeru izhajamo iz vektorja izravnanih opazovanj [ in kovarianéne matrike 3y, funkcijska
povezava pa je dolo¢ena v enacbi (1-66). Koné¢na kovarianéna matrika 3 polozaja tocke T je:

o2 o 5,789 x 107 —4,240 x 107*
.= yT yrrr | _ ) ! 1-67
g l Oypar 02 ] l —4,240 x 107* 6,604 x 1073 (1767)
Natanc¢nosti koordinat in korelacija med koordinatama tocke 7' pa so:
Oy = 7,61lcm 0, =813cm  py,u,. = —0,07 (1-68)

1.11.3 Izracun parametrov elipse pogreskov in njen izris

Za izracun parametrov elips pogreskov izhajamo iz kovarianc¢ne matrike 37 iz enac¢be (1-67), dobimo
pa vse parametre elipse pogreskov:

a = 8,24cm b="749cm 0 = —66,93°

(1-69)
agsy, = 20,16 cm bos, = 18,33 cm

Geodetsko mrezo in elipsi pogreskov Se izrisimo:

27



GIUN 2. letnik; Analiza opazovanj v geodeziji 2 (vaje) Elipse pogreskov

Merilo
elips
pogreskov:

20 cm
—

B

Y
Slika 1-20: Standardna in 95% elipsa pogreskov polozaja nove tocke
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