Analiza opazovanj v geodeziji 1 (vaje), GIUN 1 1

MNK — Premica v ravnini:

V ravnini imamo tri tocke, za katere imamo dane koordinate z, koordinate y pa so opazo-
vane, T1(z1, 1) = (2.0,3.2), Ta(xq, y2) = (4.0,4.0) in T3(z3,y3) = (6.0,5.0), kot prikazuje
slika 1. 7 direktno in posredno metodo po MNK izravnaj opazovanja in doloci enacho
premice, ki se optimalno prilega podanim tockam. Izracunaj koordinato yr za tocko T,
ki ima zr = 7.0.
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Slika 1: Tocke v ravnini

Direktna metoda

Koraki direktne metode po MNK so sledeci.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo
utezi opazovanj). Nastavimo n, ng in 7.

Iz naloge je razvidno, da je Stevilo opazovanj n = __. Vektor opazovanji 1 je oblike:

Y1 -

Y3 —
Opazovanja so enake natancnosti in medseboj nekorelirana. Matrika utezi je veli-
kosti __ x __, utezi opazovanj pa so na koncu enake:

p=__ p=__ p3=__ (2)

Minimalno stevilo opazovanj je ng = __, Stevilo nadstevilnih opazovanj pa r =
n—ng—___

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo
dodatne pogojne enacbe med opazovanji.
Stevilo pogojnih enacb je torej r = __, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja.
Kako dobiti pogoj, katerega morajo tocke izpolnjevati pri premici? Ce izrac¢unamo
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naklonski koeficient iz tock 77 in T, mora biti ta enak naklonskemu koeficientu iz
tock Ty in T3. Pogoj ima obliko:
Go = _ G5 o
Ty — 1 T3 — T2

— P —Th =03 — D (3)

Ce sedaj pogoj iz enacbe 3 preuredimo, sestavimo pogojno enacho:
=91 =20+ §3=0 (4)
.V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo [; = [; + v;

(1=1,2,...,n).
V pogojne enacbe 4 vstavimo ¢; = y; + v;, (i = 1,2,3) in dobimo:

Fr=yi+v —2(y2+v2) +ys +v3=0 (5)
. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ng popravkov.

Izpostaviti moramo r = __ popravkov v odvisnosti od ostalih popravkov, ki nasto-
pajo v pogojni enacbi ZapiSemo:

Py =v3=—yr —v1 +2(y2 +v2) — y3 (6)
Ce v enacbi 6 vstavimo vrednosti opazovanih koordinat y, dobimo:
Fil=v3=2v0 —v +___ (7)
. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristicna funkcija ® ima obliko:
® = vIPv = pv} + povi + p3v: = min. (8)
Utezi opazovanj dobimo iz enacbe 2.

.V karakteristi¢ni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ny ostalimi
popravki.

Ce uporabimo enacbi 6 in 7 ter upoStevamo utezi opazovanj iz enacbe 2, potem za
funkcijo ® iz enacbe 8 dobimo:

® = p1vf + povs + p3(2uy — vy +__)? = min. 9)

Vidimo, da v karakteristi¢ni funkciji ® nastopata samo se dva popravka, v; in vs.
[S¢emo torej najmanjso vrednost funkcije ®(vq,vs).

. Istemo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.
Najmanjso vrednost funkcije ®(vq,vy) iz ena¢be 9 bomo dobili tako, da bomo poi-
skali parcialne odvode po obeh popravkih in jih izenacili z 0.

0P

87 :2]?11)1 + 2p3(2’l}2 — U1 + _)(—1) =0

o0 (10)
—_— :2p2U2 + 2])3(2’02 — v + _)2 =0

8’02

V enacbi 10 smo dobili dve enacbi z dvema neznanima popravkoma, vy in vs.
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8. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ny popravkov in dobimo njihove vrednosti.
Enachi 10 prvo delimo z 2, potem pa preuredimo, da dobimo dve enacbi z dvema
neznankama, in sicer:

_ U1+ U= _ (11)
_ U1+ V= _ (12)

ResSimo enachi 12 in dobimo:
v =__ Vo = _ (13)

9. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r popravkov.
Uporabimo enacbi 6 oziroma 7 in dobimo vse ostale popravke:

V3 = (14)
10. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo izravnana opazovanja:
h=_  =_ P=_ (15)

11. Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izra¢un konc¢nih rezultatov
(neznank) naloge.
Prvo moramo izra¢unati enac¢bo premice, ki se optimalno prilega tockam. Izracu-
namo koeficinet @ in prosti ¢len b, uporabimo pa izravnana opazovanja iz enacbe 15.
Dobimo:
a:u:_ b=19,—ar, =__ (16)
Ty — T
Sedaj uporabimo koeficiente premice iz enacbe 16, da izracunamo yr tocke T', pri
koordinati z7 = 7.0:
yr=axr+b=__ (17)

Posredna metoda

Koraki posredne metode po MNK so sledeci.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo
utezi opazovanj). Nastavimo n, ng in 7.
Tu postopamo povsem enako, kot v primeru direktne metode, glej alinejo 1, na

koncu pa dobimon=__,nyo=__,r=__in:
n -
I=1w |=|__ (18)
Ys -
PrL=__ pP2=__ P3=__ (19)



Analiza opazovanj v geodeziji 1 (vaje), GIUN 1

2. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.
Izbrati moramo neznanke, kjer je stevilo neznank enako u = ng = __. Ker na-
loga zahteva izracun premice, ki se optimalno prilega tockam, je najbolj smiselno
nastaviti parametra premice, to sta naklonski koeficient a in prosti ¢len b.
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Slika 2: Izbira neznank pri izracunu optimalne premice

3. Sestavimo n enacb popravkov - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Sestavimo n = ___ enacbe popravkov, kjer vsako opazovanje povezemo z neznan-
kami. Dobimo:

FlEgjlzaxl—i-b
Fy=9y=axs+0b (20)
Fy=g3=awx3+b

4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja iL nadomestimo z zvezo ZAZ =1+ v
(1=1,2,...,n).
Fi=yi+vi=ax +b
Fy =yo+vy=axy+0b (21)
Fys=ys+v3s=axs+0b

5. V vsaki enachi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enachi nastopajo.

Fi=v=ax1+b—1y
FZEUQICLSL’Q—'—()—ZJQ (22)
Fy=v3=ax3+b—1ys

6. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristicna funkcija je enaka kot pri direktni metodi (glej enac¢bo 8), utezi
dobimo iz enacbe 2:

® = v'Pv = pv} + povi + psv: = min. (23)
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7. V karakteristicni funkciji ® popravke nadomestimo z neznankami.
Uporabimo funkcijo ® in enache 22:

b =pi(az; +b— y1)2 + pa(axy +b— y2)2 +ps(azs+b— y3)2 = min. (24)

Vidimo, da v karakteristi¢ni funkciji ¢ nastopata obe neznanki, a in b. IS¢emo torej
najmanjso vrednost funkcije ®(a, b).

8. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.
Najmanjso vrednost funkcije ®(a, b) iz enac¢be 24 bomo dobili tako, da bomo poiskali
parcialne odvode funkcije ®(a,b) po obeh neznankah (in jih izenacili z 0).

o0

9 =2p1(axy +b—y1)x1 + 2p2(axe + b —ya2)xs + 2ps(axs + b — y3)xs =0 (25)
25

oo

% =2p1(az; +b—y1) +2pa(axe +b—y2) +2ps(azs +b—ys) =0

V enachbi 25 smo dobili dve enacbi z dvema neznankama.

9. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank.
Enacbe 25 najprej delimo z 2, nato pa jih preuredimo, da dobimo:

_at+_b=__
(26)
_at+_b=__
Resimo enacbi 26 in dobimo vrednosti obeh neznank, a in b:
a=___ b= (27)
10. Neznanke uporabimo za izra¢un popravkov, na osnovi enach iz enach 22.
01:a$1+b_y1:_
U2:agj2—|—b—y2:_ (28)
v3=ax3+b—ys=__
11. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo izravnana opazovanja:
h=_  h=_ Gz=__ (29)

Za izracun yr tocke T, kjer je 7 = 7.0, uporabimo ocenjene neznanke iz 27 in dobimo:

yr=axr+b=__ (30)



