Analiza opazovanj v geodeziji 1 (vaje), GIUN 1 1

MNK — Diagonala kvadrata merjena dvakrat:

V kvadratu smo izmerili diagonalo dvakrat, kot prikazuje slika 1, in dobili D; = 5.2m ter
D2 =5.1m.

Slika 1: Skica kvadrata in opazovanih diagonal v kvadratu

7 direktno in posredno metodo MNK izravnaj opazovanja in izracunaj velikost kvadrata,
ce:
1. sta opazovanji razlicnih natancnosti, oy = 0.1 m in o9 = 0.2 m, in medseboj nekore-

lirani ter

2. sta opazovanji razli¢nih natancnosti, o; = 0.1m in g5 = 0.2m, in medseboj koreli-
rani, pjo = 0.5.

Postopek izravnave po MNK, z uporabo direktne kot tudi posredne metode, je opisan
v dokumentu MNK_ SistemEnach.pdf, zato bodo izracuni temeljili na tam definiranih
postopkih.
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Direktna metoda

Glede na podatke naloge moramo narediti dva izracuna, prvi¢, ko sta opazovanji razlicne
natancénosti a nekorelirani (alineja 1), drugi¢ pa, ko sta opazovanji dodatno Se korelirani
(alineja 2).

Opazovanji sta razlicne natanc¢nosti in nekorelirani

Koraki direktne metode po MNK so sledeci.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo
utezi opazovanj). Nastavimo n, ng in 7.
Iz naloge je razvidno, da je stevilo opazovanj n = __. Vektor opazovanji 1 je oblike:

D1 m
= = - 1
Opazovanja so razli¢cne natancnosti, a medseboj nekorelirana. Kovarianéna matrika
je velikosti __ x __ in ima obliko: :

IR

Izberemo si referencno varianco a-priori o3, in sicer tako, da bomo imeli v matriki
utezi P najmanjsa mozna cela Stevila. Izberemo si torej:

o = __m? (3)

Prvo izracunamo matriko kofaktorjev Q kot:

1 0
o=z |5 | W
V drugem koraku pa se matriko utezi P:
1 0
P=Q = 0 — P1=__ p2=__ (5)
Ce zelimo dobiti velikost kvadrata, potem velja ng = __, torej je §tevilo nadstevilnih

opazovanj r =n — ng =

2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo
dodatne pogojne enacbe med opazovanji.

Stevilo pogojnih enacb je torej r = __, v katerih nastopajo le izravnana opazovanja
(in morebitne konstante). Pogoj, ki velja za nasi dve opazovanji, je seveda:
D, = D, (6)

Pogoj iz enacbe 6 uporabimo za sestavo pogojne enache, ki je:
Fl = ﬁl = ﬁQ (7)

V enachi 7 nastopada dve izravnani opazovanji, zato sistem ni enoli¢no resljiv.
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3. V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo [; = [; + v;
(1=1,2,...,n).
V enacbo iz 7 vstavimo D; = D; + v;, (i = 1,2) in dobimo:

F]ED1+’01:D2+1)2 (8)

Tudi preoblikovani enacbi v 8 vsebujeta dve neznane koli¢ine, tokrat oba popravka
opazovanj.

4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ny popravkov.
Izpostaviti moramo r = 1 (ker imamo toliko enacb) popravek v odvisnosti od osta-
lega ng = 1 popravka. Glede na enac¢bo 8 bomo izpostavili popravek vy v odvisnosti
od popravka v;. Dobimo:

F1£1)2:1)1+D1—D2 (9)
Ce v enacbi 9 vstavimo vrednosti opazovanih diagonal, dobimo:

Fi=vy=v1+_m (10)

5. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristicna funkcija ® ima obliko:

® = v'Pv = pyv] + ppv; = min. (11)
saj imamo opazovanja razlicne natancnosti, ki pa so medseboj nekorelirana.

6. V karakteristicni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ngy ostalimi
popravki.
Ce uporabimo enacbi 9 in 10 ter upostevamo utezi opazovanj iz enacbe 5, potem za
funkcijo ® iz enacbe 11 dobimo:

b = plvf +po (v1+ Dy — D2)2 = 41}% +1 (v + _m)2 = min. (12)

Vidimo, da v karakteristi¢ni funkciji ® nastopa le Se popravek vy, iS¢emo torej
najmanjso vrednost funkcije ®(vy).

7. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .
Najmanjso vrednost funkcije ®(v;) iz enacbe 12 bomo dobili tako, da bomo poiskali
odvod ®'(vq) in ga izenadili z 0.
dd

(ID'(vl):%:4-2-v1+1-2-(v1+_m):0 (13)
1

8. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ng popravkov in dobimo njihove vrednosti.
Ker imamo ny = 1, pomeni, da smo z odvajanjem v enacbi 13 dobili eno enacho z
eno neznanko (v1). Ce enac¢bo 13 preuredimo in resimo, dobimo:

v =__m (14)
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9. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r popravkov.
Uporabimo enac¢ho 9 oziroma 10 in dobimo Se popravek druge diagonale:

Vo=V +_mMm=_1m (15)

10. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo:

ﬁl = ﬁg = __m (16)

11. Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izracun koncnih rezultatov
(neznank) naloge.
Velikost kvadrata najlazje podamo tako, da podamo njegovo stranico a. Velja:

a =

D,
N, A (17)
Geometricna interpretacija in ponazoritev:

o V kakSnem razmerju sta popravka opazovanj (njuni absolutni vrednosti)? V ka-
kSnem razmerju pa sta utezi opazovanj? Ali je kaksna povezava?

Opazovanji sta razlicne natancnosti in korelirani

Korake bomo prikazali na enak nacin kot v primeru nekoreliranih opazovanj, le da bo
manj opisov, ki so podani ze zgoraj.

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izra¢unamo
utezi opazovanj). Nastavimo n, ng in 7.
Ne spremenijo se koli¢ine: n=__,nyp=__1inr =n —ny = __. Vektor opazovanj
1 in pripadajoca kovariancna matrika ¥ pa imata obliko (upostevajte korelacijo!):

| Dy | | m B cr% P120102 | ~ m? __ m?
B [ D2 ‘| N l_m 1 E o [ P120102 O'g o m2 _m2 (18)

I[zberemo si referencno varianco a-priori o3, in sicer tako, da bomo imeli v matriki
utezi P najmanjsa mozna cela stevila. Izberemo si torej:

op = __m? (19)

Prvo izracunamo matriko kofaktorjev Q kot:

1
== — 20
Q=== | = 2
V drugem koraku pa Se matriko utezi P:
P:lelpl p12]:[——]—>p1=_p2=_p12=_ (21)
P12 P2 -

Ker sta opazovanji korelirani, je kovarian¢na matrika 3 polna (enac¢ba 18), polna je
matrika kofaktorjev Q (enacba 20) in tudi matrika utezi P (enacba 21).
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2. Sestavimo r pogojnih enacb - vsako nadstevilno opazovanje nam omogoca sestavo
dodatne pogojne enachbe med opazovanji.
Pogojni enacbi sta enaki kot zgoraj (enacba 7):

Fl = D1 = D2 (22)

3. V pogojnih enacbah vsa izravnana opazovanja ZAY-, nadomestimo z zvezo lAY-, =1; +v;
(i=1,2,...,n).
Tudi tu dobimo isto kot zgoraj (enacba 8)

FlED1+U1:D2—|—’U2 (23)

4. Izpostavimo r popravkov v odvisnosti od ostalih ny popravkov.
Izpostavimo na enak nacin kot zgoraj (enacba 9), tudi v numericni obliki (enacba
10):
'y =wvy=v1+ Dy — Dy i =vy=v1+_m (24)

5. Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Ker sta opazovanji korelirani, je funkcija ® oblike:

® = vIPv = p1v? + povZ + 21500, = min. (25)

Vidimo, da je funkcija ® v enacbi 25 sestavljena iz dveh delov, razli¢cnih natancnosti
in vpliva korelacije.

6. V karakteristi¢ni funkciji ® izpostavljenih r popravkov nadomestimo z ngy ostalimi
popravki.
Ce uporabimo enac¢bi 9 in 10, upostevamo utezi opazovanj in korelacijo iz enacbe
21, potem za funkcijo ® iz enacbe 25 dobimo:

® = 40> +1(v1 +__m)* +2(—=1)v; (vy + __m) = min. (26)

Tudi tu je karakteristicna funkcija ® odvisna le od popravka vy, le da je za razliko
od enacbe 12 malo dalj$a. Is¢emo pa najmanjso vrednost funkcije ®(vy).

7. I8¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije .
Najmanjso vrednost funkcije ®(v;) iz enacbe 12 bomo dobili tako, da bomo poiskali
odvod ®'(vq) in ga izenadili z 0.

dd
Q' (vy) = T = 4-2-v14+1-2- (v +_m)+2(-1)2v1+_m) =0 (27)
1

8. Resimo sistem ng enacb v katerih nastopa ng popravkov in dobimo njihove vrednosti.
Resimo enacbo 27 in izracunamo popravek vy:

vy=_m (28)
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9. Resene popravke uporabimo za izracun ostalih r popravkov.
Uporabimo enac¢ho 9 oziroma 10 in dobimo Se popravek druge diagonale:

Vg =__m (29)

A

10. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
Vsem opazovanjem pristejemo popravke in dobimo:

ﬁl = ﬁz =_ m (30)

11. Ce naloga zahteva: uporabimo izravnane vrednosti za izra¢un konc¢nih rezultatov
(neznank) naloge.
Velikost kvadrata najlazje podamo tako, da podamo njegovo stranico a. Velja:
D, D
a=—"%="2=_m (31)

VitV

Geometricna interpretacija in ponazoritev:

o Ali je izravnana vrednost dolZine Se vedno med obema merjenima vrednostima, kot

bi po logiki pricakovali? Ali bi lahko dobili izravnano vrednost izven obmocja obeh
dolzin?
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Posredna metoda

Opazovanji sta razlicne natancnosti in nekorelirani

Koraki posredne metode po MNK so sledeci.

1.

Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izracunamo
utezi opazovanj). Nastavimo n, ng in 7.

Tu postopamo povsem enako, kot v primeru direktne metode, glej alinejo 1, na
koncu pa dobimon=__,ny=__,r=__ in:

:lg;]:[:E] PZ[F i]—)m:_pzz_ (32)

. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.

Za neznanko lahko nastavimo stranico a ali pa diagonalo D. Tu bomo izbrali stranico
a, doma pa sami poskusite z diagonalo D.

Sestavimo n enach popravko - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacho.

Sestavimo n = ___ enacbi popravkov, kjer vsako opazovanje povezemo z neznanko.
Dobimo: R
F, =D, =vV2a
) (33)
Fy = Dy = V2a

.V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja [; nadomestimo z zvezo l; = I; + v;

(i=1,2,...,n).

F15D1+111:\/§a
(34)
Fy=Dy+1vy=v2a

V vsaki enacbi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enacbi nastopajo.

Fy=v, =vV2a— Dy

35
Fy=wy=v2a— Dy (35)
. Nastavimo karakteristicno funkcijo .
Karakteristi¢na funkcija je enaka kot pri direktni metodi (glej enacbo 11):
® = v'Pv = pyv] + ppv; = min. (36)

V karakteristicni funkciji ® popravke nadomestimo z neznankami. Uporabimo funk-
cijo ® in enacbi 35:

®=4(v2a—D1)*+1(v2a— D,)? = min. (37)

. Istemo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.

Pois¢emo odvod enacbe 37 in ga izenacimo z 0:
dd
==
(Ne pozabite odvajati tudi znotraj oklepaja, od tod v/2 na koncu obeh izrazov.)

' (a) 4-2(v2a—Dy)-V2+1-2(vV2a—Dy) - V2 =0 (38)
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9. Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank.

L p1D1 + pa Dy _

V2 it (39)

a =

Tu smo dobili pomemben rezultat, in sicer, ¢e so opazovanja razlicne natancnosti
in medseboj nekorelirana, potem je resitev pri metodi najmanjsih kvadratov vedno
utezena sredina. Utezena sredina je prikazana na desni, v oklepajih, drugi ulomek.
Prvi ulomek (1/+/2) predstavlja faktor pretvorbe iz diagonale D v stranico a. Ce bi
za neznanko namesto stranice a izbrali diagonalo D, tega faktorja ne bi bilo.

10. Neznanke uporabimo za izra¢un popravkov, na osnovi enach iz enach 35.

Fi=vy=v2a—D;=_m

o 40
FQEUQZ\/ECL—DQZ_HI (40)

11. Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj 1.
ﬁl = f)z =_ m (41)

Opazovanji sta razlicne natanc¢nosti in korelirani

1. Iz podatkov naloge sestavimo vektor opazovanj 1 in matriko utezi P (izracunamo
utezi opazovanj). Nastavimo n, ng in 7.
Tu postopamo povsem enako, kot v primeru direktne metode, na koncu pa dobimo
n=_ ,nyg=__,r=__in:

l:[g;]:l:m] le_:]%m:_pz:_Plz:_(@)

2. Nastavimo u = ng neznank v funkcionalni model.
Tudi tu bo neznanka stranica a.

3. Sestavimo n enacb popravko - za vsako opazovanje nastavimo svojo enacbo.
Nastavimo enaki enacbi kot pri nekoreliranih opazovanjih (enac¢ba 33). Dobimo:

Flzf)lz\/?a

. 43
Iy =Dy=v2a (43)

4. V enacbah popravkov vsa izravnana opazovanja ii nadomestimo z zvezo lA7 =1l; +v;
(i=1,2,...,n).
Glej enacbo 34:
Fi=Di+v = V2a

44
FQEDervg:\/?a (44)
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10.

11.

.V vsaki enachi popravek izpostavimo v odvisnosti od neznank, ki v enacbi nastopajo.

Glej enacbo 35:
Fy=v = V2a — D;

45
Fy =y =v2a— D, (45)

Nastavimo karakteristicno funkcijo ®.
Karakteristi¢na funkcija je enaka kot pri direktni metodi (glej enac¢bo 25) in koreli-
ranih opazovanjih:

® = vIPv = p1v} + pov3 + 2150 05 = min. (46)

V karakteristicni funkciji ® popravke nadomestimo z neznankami. Uporabimo funk-
cijo ® in enachi 35:

d=4(2a—D)*+1(V2a—Dy)*+2(—1)(v2a— Dy)(vV/2a — Dy) = min. (47)

. Is¢emo najmanjso vrednost karakteristicne funkcije ®.

Pois¢emo odvod enacbe 47 in ga izenacimo z 0:

V(@) =2 4. 2(VZa- D) VI+1-2Za— D) Vo

~ da (48)
—2(V2(V2a — Dy) + (V2a — D;)V2) =0

(Ne pozabite odvajati tudi znotraj oklepaja, od tod v/2 na koncu obeh izrazov.
Tretji clen odvajajte kot produkt dveh funkcij.)

Resimo sistem u enacb v katerih nastopa u neznank, izracunamo vrednosti neznank.

1
a=5Di=_m (49)

Neznanke uporabimo za izracun popravkov, na osnovi enach iz enacb 35.

Flzvlzx/éa—Dlz_m
ngvgzﬁa—D2:_m

Pridobimo izravnane vrednosti opazovanj l.

A A

D1 = D2 == m (51)



