METODA NAJMANJSIH KVADRATOV

1.

V krogu smo izmerili polmer trikrat in dobili: ry = 2.5cm, ry = 2.6cm in r3 =
2.7cm. Opazovanja izravnajte po metodi najmanjsih kvadratov, ¢e so ta nekoreli-
rana in razlicne natanc¢nosti: o,, = 0.1cm, 0,, = 0.2cm in o0,, = 0.15cm.

Nalogo resite Se tako, da bodo opazovanja enake natanc¢nosti.

Obe resitvi dobite tudi tako, da uporabite utezeno oziroma navadno sredino opazo-
vanj.

RESITEV: Razli¢ne natancnosti: R = 71 = 9 = 73 = 2.57 cm. Enake natanénosti:
R:fl :fz I’f’g = 2.6 cm.

Med reperjema A in B je bila viSinska razlika izmerjena trikrat, dobili pa smo Ahq,
Ahsy in Ahg. Izravnajte opazovanja s posredno in direktno metodo, ¢e so dolzine
nivelmanskih linij enake: l;, [y = 2l; in l3 = 3l,. Nalogo resite prvo analiti¢no, nato
pa Se numericno, Ce so opazovanja dana kot: Ah; = 12.256 m, Ahy = 12.240m in
Ahz = 12.255m.

RESITEV: Analiti¢na reSitev - utezena sredina: AhE = Aﬁl = Aﬁg = Aﬁg =
Ahyi+3Ahg+3 Ahg
1+5+%

. Numericna resitev: AhE = 12.2511m.

Dolzino D med tockama A in B smo opazovali dvakrat in dobili d; = 12.12m ter
dy = 12.14m. Ce sta opazovanji enake natanc¢nosti, za vrednosti korelacije med
dolzinama pjy = {—0.8,—0.4,0,0.4,0.4} izravnaj opazovanji in izra¢unaj dolzino D.

RESITEV: D = 12.13m.

Dolzino D med tockama A in B smo opazovali dvakrat in dobili d; = 12.12m ter
dy = 12.14m. Ce sta natan¢nosti opazovanji enaki o; = 1cm in 0y = 2cm, za vre-
dnosti korelacije med dolzinama p;s = {—0.8,—-0.4,0,0.4,0.4} izravnaj opazovanji
in izracunaj dolzino D.

0.0) = 12.124m, D(p1o = 0.4) = 12.121m, D(py5 = 0.8) = 12.113m.

. Dolzino d smo opazovali dvakrat neodvisno in dobili d; in dy. Opazovanje d; je dva-

krat slabSe natanc¢nosti od opazovanja dy. S pomocjo metode najmanjsih kvadratov
(direktna in posredna) pokazite, katero opazovanje bo imelo veéji vpliv na rezultate
izravnave.

RESITEV: Ker ima prvo opazovanje dvakrat slabSo natan¢énost, sta utezi opazo-
vanj enaki: p; = 1 in po = 4. Rezultat izravnave dolzine - utezena sredina - nam
poda: d = pld“LdeQ = d1+4d2 Izravnana vrednost dolzine d bo blizje merjeni vre-
dnosti ds kot pa dl, saj 1ma d2 vecjo utez. Tocneje, popravek v; bo 4-krat vecji od

popravka vy, saj sta v razmerju: vy : vo = 1/p; 1 1/po.

. Izravnajte opazovane vrednosti ordinat treh tock tako, da bodo tocke lezale na

premici z enacbo: y = kx + n! Opazovanja so nekorelirana in enake natancnosti!
Abscise tock so dane in jih nismo opazovali. Opazovanja so: 77(0.2,0.0), 75(0.9, 1.0)
in 73(2.0,2.1).



10.

11.

RESITEV: k = 1.152, n = —0.157.

. Izravnajte opazovane vrednosti ordinat treh tock tako, da bodo tocke lezale na

premici z enacbo, ki gre skozi sredisce! Opazovanja so nekorelirana in enake na-
tancnosti! Abscise tock so dane in jih nismo opazovali. Opazovanja so: T7(0.2,0.0),
75(0.9,1.0) in 73(2.0,2.1).

RESITEV: k = 1.0515 (prosti ¢len mora biti enak n = 0).

.V ravnini smo trem tockam izmerili koordinate y (koordinate = so dane) in dobili:

Ti(z1,y1) = (1.0,1.0), To(wz,92) = (2.0,3.0) in Ty(w3,y3) = (3.0,5.1). Ce so opa-
zovanja enake natancnosti, a poznamo korelacijo py,,, = —0.25, po MNK izravnaj
opazovanja in doloci enacbo premice, ki se optimalno prilega tockam. Izracunaj,
kaksna je vrednost koordinate y pri vrednosti koordinate z = 1.3.

Y
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x
Slika 1: Naloga 8

RESITEV: Parametra premice: a = 2.054, b = —1.075, y(1.3) = 1.595.

. Izravnajte opazovane vrednosti abscis treh tock tako, da bodo tocke lezale na pre-

mici z enacbo: y = kx + n! Opazovanja so nekorelirana in enake natancénosti! Or-
dinate tock so dane in jih nismo opazovali. Opazovanja so: 77(0.2,0.0), 75(0.9, 1.0)
in 73(2.0,2.1).

RESITEV: Namig: prvo izravnajte premico oblike z = ay + b (izracunajte a in b)
in nato preblikujte enacho z =ay+bvy=kx+n - k=1.163, n = —0.169.

V kvadratu smo izmerili stranico a = 3.0 m, diagonalo d = 4.2m in obseg 0 = 11.9m.
Ce sta a in d opazovani dvakrat bolj natancno kot o, z direktno in posredno metodo
po MNK izravnaj opazovanja.

RESITEV: 4 =2977m, d =4.210m, 6 = 11.908 m.

V pravokotnem trikotniku smo izmerili oba notranja kota, in sicer: a = 33°42’,
Bi = 56°20" in By, = 56°21'. Ce so opazovanja razlitne natancnosti (o, = 1/,
op, = 0, = 2') in medseboj korelirana (pg, 3, = 0.75), po MNK izravnaj opazovanja
in izracunaj &, Bl in Bg.

RESITEV: & = 33°41'26.7", 3 = 56°18'33.3".



Slika 2: Naloga 10
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Slika 3: Naloga 11

12. V trikotniku smo merili vse tri notranje kote (a, [, ), pri tem, da smo vsak
kot smo izmerili dvakrat. Dobili smo: «; = 33°17, ap, = 33°20', 5, = 80°41,
By = 80°39, 41 = 66°5 in v, = 66°0". Ce so opazovanja enake natancnosti in
medseboj nekorelirana, izravnaj opazovanja z direktno in posredno metodo po MNK.

Slika 4: Naloga 12

RESITEV: & = 33°18'10", § = 80°39'40", 4 = 66°2'10".

13. V splosnem trikotniku smo opazovali vse tri notranje kote in dobili (glej skico):
ap = 47°15 g = 47°20' (04, = 0a, = 3'), B1 = 82°25, By = 82°20' (0, = 0, = 3')
in v = 50°0" (0, = 5'). Z direktno metodo po MNK izravnaj opazovanja in izrac¢una;
izravnane vrednosti notranjih kotov &, B in 4.

RESITEV: & = 47°20'8.9", 3 = 82°25'8.9", 4 = 50°1442.3".

14. V geodetskem stirikotniku smo izmerili niz kotov, kot jih prikazuje skica. Vsi koti so
izmerjeni z enako natanc¢nostjo in imajo vrednosti: a = 60°, g = 30°, v = 88°, § =
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Slika 5: Naloga 13

40°, e = 74°, x = 65°. Z metodo najmanjsih kvadratov dolocite izravnane vrednosti
kotov in sicer (brez uporabe matrik) posredno (uvedba neznank) in direktno.

TN
£

RESITEV: o, = vg =0, =40, v5 = v, = v, = 20"

15. Geometricen model, predstavljen na sliki, prikazuje tri kolinearne razdalje AB,
BC in OD. V geometricnem modelu smo opazovali: [; = 10.0m, I, = 10.1m,
I3 =19.5m, 4 = 30.1m in 5 = 20.1m. Z obema metodama po MNK izravnajte
opazovanja in dolocite dolzine AB, BC' in CD.

Ly

5
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A B C D
Slika 7: Naloga 15
RESITEV: AB =9.975m, BC = 9.9375m, CD = 10.225m.
16. Za kontrolo kakovosti razdaljemera smo vzpostavili model dveh vzporednih razdalj

D, = AB in Dy = BC (glej sliko). Med toc¢kami smo opazovali dolZine d; = 15.30m,
dy = 11.65m in d3 = 27.00m, vse so bile izmerjene z enako natancnostjo, le da sta
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Slika 8: Naloga 16

dolzini d; in dy korelirani, in sicer pg4, = 0.1. Po MNK izravnaj opazovanja in
dolodi izravnane vrednosti dolzin Dy in D,.

RESITEV: D; =15.317m,Dy = 11.667 m.

17. Dolociti zelimo viSine dvema novima reperjema B in C' s postopkom geometri¢nega
nivelmana. Izmerili smo (glej skico): ARE = 1.332m, ARG = 1.785m in ARG =
0.450m. Ce je vigina tocke A dana (H4 = 10.0m) in so dolzine nivelmanskih linij
dolge dap = 100m, dgc = 100m in dac = 200m, po MNK izravnaj opazovanja in
doloci visine vsem novim reperjem.

Slika 9: Naloga 17

RESITEV: Hpz =11.33275m, Ho = 11.7835m.

18. Na dveh to¢kah A in B smo opazovali oba smerna kota in dobili v§ = 147°12/17.9”
in v = 327°12'22.1”. Ce za natanc¢nosti obeh merjenih smernih kotov velja oyn =
20,4, po MNK izravnajte opazovanja (brez matrik).

Slika 10: Naloga 18

RESITEV: p4§ = 147°12'21.3".



19.

20.

21.

22.

Na tocki A smo izmerili smerni kot do tocke B dvakrat in dobili o = 147°12'18"
in ay = 147°12'20”, na tocki B pa smo opazovali smerni kot do tocke A enkrat in
dobili 8 = 327°12'24”. Ce so si natanénosti opazovanj v razmerju o, : 0a, : 05 =
V2 :4/2: 1, po MNK izravnaj opazovanja.

X

Slika 11: Naloga 19

RESITEV: &; = &4y = 147°12/21.5".

Pri pravokotniku smo izmerili obe stranici: a = 12.4m in b = 7.5m ter obseg
o = 40.0m. Ce so opazovanja enake natancnosti in medseboj po MNK izravnaj
opazovanja in izra¢unaj povrsino pravokotnika.

o]

Slika 12: Naloga 20

RESITEV: 4= 12.444m, b = 7.544m, 6 = 39.978m, S = ab = 93.886 m?.

Podani imamo tocki A(ya,z4) = (0m,0m) in B(yp,xp) = (0m,5m). Do nove
tocke T'(yr, xr) smo izmerili dva bazna vektorja; (Aya, Azs) = (3.5m,2.1m) in
(Ayp,Azp) = (3.4m, —3.0m). Po MNK izravnajte opazovanja in dolo¢ite koordi-
nate tocke T', ¢e je bazni vektor s tocke A doloc¢en dvakrat bolj natan¢no kot bazni
vektor s tocke B.

RESITEV: T(yp,zr) = (3.48m,2.08m).

Podano imamo eno tocko, in sicer A(y4,x4) = (10.0m, 10.0m). Za dolo¢itev koordi-

nat dveh novih tock B(yg, xp) in C(yc, x¢) smo izmerili tri vektorje ri=(Ay;, Az )=(70.1m, 89.8 m),
ro=(Ays, Azy)=(69.8m, —69.9m) in r3=(Ays, Ar3)=(140.2m, 19.7m). Ce so kom-

ponente vektorja rs dolocene z 2-krat visjo natancnostjo kot komponente vektorjev
ry in ro, po MNK dolocite koordinate tock B in C.

RESITEV: B(yp,zg) = (80.233m,99.711m), C(yc, z¢) = (150.167m, 29.722m).
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Slika 14: Naloga 22

23. V lokalni visinski geodetski mrezi ima reper A dano visino Hy = 10.0m. Izme-
rili smo 4 visinske razlike (glej skico) s pripadajo¢imi dolzinami nivelmanskih li-
nij: Ah; = —1.0lm (d; = 50m), Ahy = 0.73m (dy = 20m), Ahy = —0.25m
(ds = 50m) in Ahy = 0.12m (dy = 50m). Po MNK izravnaj opazovanja in doloci
visine reperjev B, C'in D.

B
Ahy

A Ah

Slika 15: Naloga 23

RESITEV: Hy =9.0025m, Ho = 9.7375m, Hp = 10.12m.

24. 'V kocki smo izmerili tri koli¢ine, in sicer: ploskovno diagonalo (d = 14.0m), pro-
storsko diagonalo (D = 17.0m) in obseg osnovne ploskve (0 = 40.0m). Po MNK
izravnaj opazovanja (brez matrik), ¢e sta obe diagonali (d in D) opazovani dvakrat
bolj natancno kot obseg (o). Izra¢unaj tudi prostornino kocke.

RESITEV: a = 9.916m, d = 14.023m, D = 17.175m, 6 = 39.664m, V = a3 =
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Slika 16: Naloga 24

975.006 m?.

25. V enakokrakem trikotniku smo izmerili vse tri notranje kote «, 3, 7, in sicer a = 70°,
f = 71°1in v = 40°. Ce je kot v opazovanj 2-krat bolj natanéno kot kota a in j,
izravnaj opazovanja po MNK.

Slika 17: Naloga 25
RESITEV: &= = 70°3'20", 4 = 39°53/20".

26. Med tockama A in B smo obojestransko izmerili zenitni razdalji zy = 84°30" in
zp = 95°35 (glej skico), kjer je zenitna razdalja z,4 izmerjena 3-krat bolj natancno
kot zenitna razdalja zg. Po MNK izravnaj opazovanja in dolo¢i visinsko razliko
Ah%, ¢e je horizontalna razdalja med tockama A in B enaka d = 100 m.

Slika 18: Naloga 26
RESITEV: 2, = 84°29'30", 2p = 95°30'30", AhE = 9.644m.

27. Med tockama A in B smo obojestransko izmerili zenitni razdalji z, = 84°30" in
zp = 95°35 in visinska kota e4 = 5°25' in eg = —5°30' (glej skico). Ce sta kota
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28.

29.

30.

na tocki A izmerjena 3-krat bolj natanc¢no kot kota na tocki B, po MNK izravnaj
opazovanja in dolo¢i viginsko razliko Ah%. Horizontalna razdalja med tockama A
in B je enaka d = 100 m.

Slika 19: Naloga 27

RESITEV: 2, = 84°32'0", é4 = 5°28'0", AhE = 9.570m.

Dani sta dve tocki, in sicer A(ya,z4) = (10m,10m) in B(yp,z) = (100m, 30 m).
Da bi dolocili koordinate nove tocke T'(yr, x7) smo izmerili dva bazna vektorja r; =
(Ayy, Azy) = (30.1m,49.8m) in ro = (Ays, Azy) = (60.0m, —30.1m), kot kaze
skica. Ce so natan¢nosti koordinat dane kot o, = 0,, = 5cm in 0, = 0,, = 7cm,
po MNK izravnajte opazovanja in dolocite koordinate tocke T

Xz

T

vy

Slika 20: Naloga 28

RESITEV: T(yp,zr) = (40.066 m, 59.901m).

V pravokotniku smo izmerili vse stranice in dobili: ¢ = 15.0m, b = 10.0m, ¢ =
14.9m in d = 10.1 m. Ce nas zanimata obseg O in osnovna stranica a pravokotnika,
s posredno metodo po MNK izravnajte opazovanja tako, da za neznanki nastavite
O in a. Stranici a in ¢ sta izmerjeni dvakrat bolj natan¢no kot stranici b in d.
Rezultate preverite tudi z direktno metodo po MNK.

RESITEV: a=14.95m, O = 50.00m.

S stojisca A smo preko opazovanih smeri pridobili kote: a; = 61°34", ay = 135°13",
ag = 148°15, oy = 224°51, a5 = 150°14’, kot jih prikazuje skica. Ce so opazovanja
(t.s. koti) neodvisna in enake natanc¢nosti z metodo najmanjsih kvadratov dolo¢ite
izravnane vrednosti kotov.
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Slika 21: Naloga 29

Slika 22: Naloga 30

RESITEV: 04, = Uay = Vay = —1/, Uy = Va, = —2'.
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