Geodetski datum (1)

Geodetski datum je vrsta poljubnih numericnih ali geometrijskih kolicin, ki

so izhodisCe za izracun drugih koli¢in. Vec definicij:

m  Geodetski datum najmanjse Stevilo parametrov, ki definirajo koordinatni
sistem, vkljucno z njegovim izhodiSCem, orientacijo in merilom (C. Jekeli).

m  Geodetski datum doloca orientacijo vsakega koordinatnega sistema glede na
globalni geocentricni k.s. in s tem tudi glede na telo Zemlje (W. Torge).

m V geodeziji raje govorimo o referencnih — koordinatnih ploskvah, ki
predstavljajo geodetski datum. Datum je referencna ploskev dolocene oblike in
velikosti.

V geodeziji je zgodovina pogojevala loceno obravnavo med horizontalnimi
in viSinskimi datumi. ViSinski datum predstavlja geoid (nicelna nivojska
ploskev), ki ga upodobimo z srednjo morsko gladino.
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Geodetski datum (2)

0 Horizontalnim datum je referencna racunska ploskev — elipsoid
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izbrane velikosti in oblike in je izhodisCe za izracun koordinat
tock na zemeljskem povrsju.

Polozaj in orientacijo datumske ploskve (referencnega
elipsoida) glede na globalni terestricni koordinatni sistem,
pritrjenim na telo Zemlje, dolocCajo trije premiki in trije zasuki
osi elipsoida glede na ta koordinatni sistem (op. pri
transformaciji nastopa Se merilo kot neznanka).




Geodetski datum (3)

O Astrogeodetski datum:

m Sredisce referencnega elipsoida je
postavljeno v poljuben polozaj glede
na tezisCe Zemlje.

m Datumska ploskev je bila v ¢asih
terestricne geodezije orientirana
(umescena) v telo Zemlje tako, da je
na doloCenem delu zemeljskega
povrsSja kar najbolje aproksimirala
geoid, ne pa tako, da bi sredisce
elipsoida sovpadalo s teziSem Zemlje.

m  Referencni elipsoid se je glede na
Zemljo orientiral s pomocjo
astronomskih in geodetskih opazovanj.
Z astronomsko orientacijo se poskusali
doseci vzporednost male polosi
elipsoida z rotacijsko osjo Zemlje.

M. Kuhar - Satelitska geodezija in navigacija

Uﬂqiooiq Perpendicular \

To Geoid

P

e— Axis of Ellipsoid

M- Axis of Earth

Center of
Elli\p::id
|

\
Astronomic
Latitude

Perpendicular
To Ellipsoid

P
Center of
Earth

Orientation of Ellipsoid Center
With Respect to Earth's Center

Figure 16

Geodetski datum (4)

0 Absolutni datum:

m SrediSCe referencnega elipsoida je postavljeno v tezis¢e Zemlje.

Imenujemo ga tudi geocentricni datum.
m  Dolocitev geocentri¢nih datumov je bila mozna Sele z razvojem

satelitske tehnologije.
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Sev. Amerika
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Elipsoidi skozi Cas

Ime letnica a (m) b (m) 1f e210-3
Bessel 1841 6377397 6356 079 299,15 6,67431
Clarke 1866 6378206 6356 584 294,98 6,76847
Hayford 1909 6 378388 6356 912 297,00 6,72265
(International) (1924)

Krassovsky 1940 6378245 6 356 863 298,3 6,69343
GRS 1967 1967 6378160 6356 774,51 298,247 167 6,69460
GRS 1980 1980 6378137,0 6356 752,3141 298257222101  6,69438
WGS 84 1984 6378137,0 6356752,3142 298257 223 563  6,69438

0 Danasniji elipsoidi so doloceni iz satelitskih opazovanj (GRS 67, WGS 72,

GRS 80, WGS 84).
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Pretvorba in transformacija koordinat

Mednarodni standard 1ISO19111* toc¢no loCi med pretvorbo koordinat
("coordinate conversion") in transformacijo koordinat ("coordinate
transformation").

Pretvorba je preracun koordinat iz enega koordinatnega sistema v drugi, v
istem datumu.

Transformacija pomeni preracun koordinat med dvema koordinatnima
sistemoma, ki se nanasata na dva razlicna datuma.

Transformacija koordinat je lahko linearna ali pa nelinearna, sama
transformacija pa je lahko nastopi v 2D prostoru oz. 3D prostoru, lahko pa
nastopi transformacija iz 3D prostora v 2D prostor.

*IS09111: Geographic information — Spatial referencing by coordinates
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Pretvorba in transformacija koord. - splosno

V sploSnem predstavlja pretvorba iz enega v drugi koordinatni sistem
linearno transformacijo vektorja x v vektor y v obliki:

y=Mx+t

Vsak element vektorja y je linearna kombinacija elementov vektorja x,
elementi vektorja ¢ pa predstavljajo vzporedni premik translacijo ("shift")
koordinatnih osi. Matrika M se imenuje transformacijska matrika, ki je v
splosnem pravokotna (Stevilo vrstic ni enako Stevilu stolpcev). Vektor ¢ se
v sploSnem imenuje vektor translacije.

Transformacija med kartezicnimi koordinatnimi sistemi se v sploSnem lahko
zelo poenostavi z uporabo rotacijskih in refleksijskih (zrcalnih) matrik.
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Rotacijske matrike (1)

O Poscimo koordinate vektorja OP po zasuku (rotaciji) koordinatnega sistema

x,y za kot 0 (dejansko gre za zasuk koordinatnih osi) v hovem
koordinatnem sistemu x'y".

' AY
0 Koordinate tocke P lahko izrazimo v Y PIX.Y)
polarnih koordinatah (radij vektor s in kot o). P(X'Y')
V izhodiS¢nem koord. sistemu so pravokotne 0
koordinate tocke P: =
X = 8 cosa. o
y = s sino (1) 0 3 >
o) X

V zarotiranem koordinatnem sistemu se koordinate x',y’ tocke P glasijo:
x' = s cos (0—0)
y' = s sin (0—0) (2)
Zgornji izraz razvijemo v skladu s adicijskim stavkom trigonometrije in
dobimo:
x' = s cosacosO + s sinasin®d
y' = s sinacosd — s cosasin®  (3)
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Rotacijske matrike (2)

o Ce v enacbe (3) vstavimo izraz (1) dobimo:
x'= xcosO+ysind
y'=—x sinb + y cosO
0V matricni obliki:
x'| | cos® sin0| x
' | —sin® cosH y
O Matrika R predstavlja t.i. rotacijsko matriko:
= :{ cos 0 sine}

—sin® cosH

M. Kuhar - Satelitska geodezija in navigacija

10




Rotacije - prikaz s pomocjo baznih vektorjev

Vsak vektor predstavimo kot linearno
kombinacijo baznih vektorjev:
X

_—

OP=F=|y|=x-i+y-j+zk
z

bazni vektorji (ortonormalni):

A Z

=

P(X7Y7 Z)

™.

1 0 o S
=10, j=|1],k=|0 X
0 1

1
0
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Primer v 2D (1)

OP=xi+yj = x'i'"+yj'

PomnoZimo skalarno levo in desno stran enacbe zaporedoma z i, j, i’, j'.

Dobimo:
xt.i + yj.i=xt".i +yj'.i
xi.j + yj.j=x1ij+yljj
xi.i'+ yji'=xili’'+yjli’
xij' + yjJj' =xig +yjly’

Skalarni produkt dveh vektorjev je enak produktu njihovih dolzin in kosinusa kota

med njima:
i.i' = cosO
i.j' = cos(n/2 + ) = — sinb
j.i' = cos(n/2 — 0) = + sinb
Jj.j' = cosB

UpostevajoC zgornje produkte in lastnosti ortonormirane baze lahko napiSemo

enacbe vektorja OP:
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Primer v 2D (2)

x=x'cosb —y'sind
y =x'sinb + y'cosH
x'=x cosb + y sinb

y'=—x sinb + y cosO

Predvsem nas zanimajo zadnji dve enacbi! Koordinate tocke P po zasuku koordinatnega
sistema za kot 6:

x'=x cosO + y sind
y'=—xsinb + y cosb

V matricni obliki: x'| | cos® sinB|lx
y' | —sin6 cosH y

cos® sin 9}

0oz. x'=R x; matrika R je rotacijska matrika R =[ .
—sin® cosH
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Lastnosti rotacijskih matrik (1)

O Rotacijske matrike so ortogonalne*:
RRT=RTR=1
RT=R-!
O Iz tega sledijo lastnosti ortogonalne matrike:
m skalarni produkt poljubnih dveh razlicnih stolpcev matrike enak nic;

m skalarni produkt vsakega od stolpcev samega s seboj je ena, enako velja tudi
za vrstice (vsota kvadratov elementov v vrstici je ena);

m determinanta ortogonalne matrike je: detR = £ 1
m  produkti ortogonalnih matrik so spet ortogonalni.

O Argument rotacijske matrike iz naSega primera je kot zasuka 6. Zaradi
ortogonalnosti velja:

R-1(0) = R(-0)

*Ortonormirana matrika bi bil boljSi izraz: elementi matrike so smerni kosinusi baznih vektorjev (ti
pa so ortonormirani; enotski, medsebojno pravokotni vektoriji).
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Lastnosti rotacijskih matrik (2)

O Zgled:

O Matrika A ni ortogonalna, saj ne zadoS€a pogojem ortogonalnosti:
[0,36 0,69
1019 027

0,362 + 0,192 = 0,1657

O Matrika B je ortogonalna:

0,6234 -0,7819
0,7819 0,6234

(0,6234)2 + (0,7819)2 = 0,9999952
0,6234*(-0,7819) + 0,7819*0,6234 = 0

15
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Rotacija v 3D prostoru (1)

O  Brez zadrzkov lahko zadevo A
razSirimo na 3D prostor inY”’
napiSemo enacbe za rotacijo

okoli treh osi kartezi¢nega P

k.s. 5

x| cosO sin0O|lx
y' | —sin® cosH y

O Enacba zgoraj se lahko
predstavi kot rotacija ravnine
(x,y) okoli osi pravokotne na 0

/\ X
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Rotacija v 3D prostoru (2)

O Koordinate tock vzdolz osi rotacije (Z) ostanejo nespremenjene (z = z'),
torej velja:
cosO sinb O} x

X
y'|=|—-sn® cosO Oy
z' 0 0 1}z

O Matrika 3x3 je rotacijska matrika R, ki opisuje rotacijo koordinatnega
sistema okoli Z-osi za kot 0:

cos6 sin6 O
R.,(0)=|—sinB® cos® O
0 0 1
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Rotacija okoli X-osi
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Rotacija v 3D prostoru (3)

O Podobno lahko predstavimo rotacijo koordinatnega sistema okoli X-osi za
kot 6 z matriko R,(6): 1 0 0
R (6)=|0 cosBO sinb
0O —sinB cosH
0 Na koncu napi$imo Se rotacijo koordinatnega sistema okoli Y-osi za kot 6 z
matriko R,(0): cos® 0 -—sin®
R,®=| 0 1 0

_sin 0 0 cosO

O Kot zasuka 6 je skladno z dogovorom pozitiven
v protiurni smeri, gledano od pozitivhega kraka
koordinatne osi proti koordinatnemu izhodiscu
desnega koordinatnega sistema.
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Rotacije baznih vektorjev (X-0s)

Z

“Z 2 _ging t
1 1
CcO
Q = cos o Y
= ¢ sin o
________________ o) R
v/\ > o Y
o Y
X
X '
enotski vektorji pred zasukom: enotski vektorji po zasuku:
1 0 0 1 0 0
Z:o,]=1,l€=o Z':O,]': cosoc,/;’: —sin o
0 0 1 0 sina cosa

zveza z rotacijsko matriko:

L 1 0 0 )¢
j'l=/0 coso sina ]
k! 0 -sino cosa )| k
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Rotacije baznih vektorjev (Y-0s)

Z s
d. B
A
P v -
14
X
enotski vektorji po zasuku: ,
cosf3 0 sinf zveza z rotacijsko matriko:
i'={ 0 | j'={1k'=| 0O B B
—sinf 0 cosf L cosp 0 —sinB)?
Jj'l=| 0 1 0 J
L' sinf 0 cosP )| &
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Elementi rotacijske matrike kot smerni kosinusi (1)

O Elementi rotacijske matrike v 2D prostoru so smerni kosinusi baznih
vektorjev. Tudi v 3D prostoru ni ni¢ drugace. Smerni kosinusi med baznim
vektorjem i’ osi x’, zasukanega koordinatnega sistema in baznimi vektorji
izhodiScnih koordinatnih osi i, j, % so:

O o,=cos(,i)=i"i
o, =cos (I'y) =i"j
oz =cos (I,k)=i"k

O Vektor i’ se lahko izrazi prek baznih vektorjev i, j, k:
i'=@G@" )i+ @"))j+ @Rk
i'= o4l + ayj +asgk

O Podobno velja tudi za ostala dva bazna vektorja j' in k' (smerni kosinusi so
By Ba, B3, 0Z. 74, o, V3):

J' = B1?+ ﬁz.i"' Bsk
k'=vyii+yy)+ysk

22
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Elementi rotacijske matrike kot smerni kosinusi (2)

O S pomocjo smernih kosinusov lahko izrazimo tudi zvezo med koordinatami
krajevnega vektorja r v obeh koordinatnih sistemih. Koordinate se lahko

predstavijo:
x'=(r-i)=oax+oyy + o,z @' a, O, Ol
Y =(rj)=Bux+ Boy + Bsz y|=|B B Bs
2 n Y2 v l?

2=(r-k)=vyx+yy+yz 0z v matricni obliki:

O Matrika v sredini je rotacijska matrika, ki vsebuje 9 elementov (smernih kosinusev).
Zaradi ortonormiranosti baznih vektorjev obstajajo med njimi naslednje zveze:

ooy, BB, YY,=0, [m=1,23;l#m
= oty =1, 1=123

0O Skupno obstaja 9 zvez med elementi rotacijske matrike, vendar zaradi Sest
zgornjih zvez so samo trije elementi neodvisni: to pa so trije rotacijski koti.

23
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Eulerjev rotacijski teorem

O Eulerjev rotacijski teorem
pravi, da lahko poljubno
rotacijo v prostoru izrazimo s
pomocjo treh parametrov.
Skladno s tem, se rotacija
koordinatnega sistema lahko =
predstavi s tremi parametri — \
koti zasuka okoli posameznih 5]
koordinatnih osi. Ti hkrati
dolo¢ajo medsebojno _
orientacijo dveh koordinatnih - i y
sistemov s skupnim X '
izhodis¢em.
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Kardanske in Eulerjeve rotacije

O V astronomiji in geodeziji sta se uveljavila dva pristopa
obravnave zasukov okoli koordinatnih osi:
m Kardanske rotacije [Gerolamo Cardano (1501-1576)]
m Eulerjeve rotacije [Leonhard Euler (1707-1783)].

O V obeh primerih se relativna orientacija med dvema
koordinatnoma sistemoma vzpostavi s tremi "elementarnimi”
postopnimi zasuki okoli posameznih koordinatnih osi. Razlika
je v vrstnem redu koordinatnih osi okoli katerih se opravi
posamezen zasuk.
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Kardanske rotacije

O V primeru kardanskih rotacij se postopni zasuki opravijo okoli
prve, druge in tretje koordinatne osi:

O Ry = Ry(y) Ry() Ry(0)

O Vrstni red rotacij je lahko poljuben, pomembno je samo to, da
se rotira okoli vseh koordinatnih osi tj. dve zaporedni rotaciji
ne smeta biti okoli iste koordinatne osi.
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Primeri

O Kardanska sklopka ("gimbal”, "Kardanische Aufhangung").
Osnova za konstrukcijo ziroskopa.
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Eulerjeve rotacije (1)

O V primeru Eulerjevih rotacij se postopni zasuki opravijo: prvi zasuk
okoli ene osi, drugi zasuk okoli ene izmed dveh preostalih, tretji
zasuk pa sledi okoli ene izmed prvih dveh:

Ry = R;(v) R,(0) Ry(9)
O Eulerjeve rotacije so bolj znane z imenom EuIerj_evi koti:

O

O Vrstni red rotacij je v tem primeru naslednii:
m rotacija okoli z-osi za kot ¢,

m rotacija okoli (nove) x-osi za kot 6,

m rotacija okoli nove z-0si za kot v.
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Eulerjeve rotacije (2)

00 Pri Eulerjevih rotacijah se pogostokrat sreCamo s t.i. x-konvencijo in
y-konvencijo. Ime konvencije doloCa vrstni red druge rotacije, torej
pri x-konvenciji po prvi rotaciji okoli z-osi rotiramo drugic okoli
(nove - zaCasne) x-0si, pri y-konvenciji pa je druga rotacija okoli
(nove - zaCasne) y-osi.

na sliki je x- konvencija
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Primer, rotacije Z- X-Z
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Dodatno o rotacijah

0 Skupaj obstaja 12 kombinacij zaporednih rotacij: Sest
Kardanskih in Sest Eulerjevih. Mozne kombinacije so:

m Kardanske rotacije:

o 1-2-3, 2-3-1, 3-1-2, 1-3-2, 3-2-1, 2-1-3.
m Eulerjeve rotacije:

o 1-2-1, 2-3-2, 3-1-3, 1-3-1, 3-2-3, 2-1-2.

0 Pri klasicnih geodetskih nalogah transformacije koordinat se
uporabljajo Kardanske rotacije z vrstnim redom (najveckrat)
3-2-1. V satelitski geodeziji in astrodinamiki se tudi pogosteje
uporabljajo Kardanske rotacije.
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31

Lokalni NED (LG) koordinatni sistem

0O Lokalni NED koord. sistem:
North, East, Down k.s.

O zelo podoben LG-sistemu (os Z
obrnjena navzdol). Srecamo ga tudi
z imenom "Tangent Plane" k.s.

O Navigacija daljinsko vodenih
letalnikov se izvaja v tem koord.
sistemu.

Prime
Meridian
|

e ECEF
n: Local NED
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Vehicle-carried NED koordinatni sistem

Xnv
O Vehicle-carried NED koord. sisterr / L
A

m izhodiSCe v teziSCu zrakopolova, v, /
¢ ¥ e

m  0s Z kaze navzdol v smeri
normale na elipsoid,
os X proti geodetskemu severu,
0s Y dopolnjuje sistem v desnegc
(smer vzhoda).

O Strogo gledano lokalni NED sisten
in sistem NED zrakopolova ne
sovpadata povsem, vendar glede ;_'
na velikost obmocja letenja, so / Osf T /
razlike zanemarljive.

#

b: Body
nv: Vehicle-carried NED
n: Local NED
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Primer dolocitve lege ("attitude") plovila

0 Pri dolocitvi lege ("attitude™) zrakoplova (letalnika) se
uporabljajo naklonski koti:

m ¢ "roll" (precni naklonski kot, nagib),
m 0 "pitch" (inklinacija, ali vzdolzni naklonski kot),
m y "heading" ("yaw", ali "azimuth").

O (Roll, pitch, yaw = kotaljenje, naklon, odklon).
O V terminoloskem slovarju robotike: nagib, naklon, odklon.

M. Kuhar - Satelitska geodezija in navigacija
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"Roll”, "pitch” in "yaw" (heading)

roll pitch North | heading (yaw)

A B Pl ‘i‘ X

5
M&\ horizon
Yy

2

East

(Rall, pitch, yaw = (nagib, naklon, odklon)
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Koti zasuka (r, p, y) za razlicne primere (1)
Yaw Up
ys Z North
y v
) m E.';st
- -
coordinates

"body frame” "world frame”
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Koti zasuka (r, p, y) za razlicne primere (2)

Yaw North
Y X

\m RPY angles

East
— o D | @_"*
coordlnates
Roll L/ \ ]
¢
VN
Pitch
3]
Duwn
"body frame” "world frame”
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Koti zasuka (r, p, y) za razlicne primere (3)
"focal frame”
Local
Horizontal
Loc;_al
"body frame" Vertical
38
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Koti zasuka (r, p, y) za razlicne primere (4)

Vernal
Equi-
nox

"body frame" z "inertial frarme”

M. Kuhar - Satelitska geodezija in navigacija

39

Skupna rotacijska matrika (1)

Dva koordinatna sistema s skupnim izhodis¢em dovedemo do preklopa s
tremi rotacijami okoli posameznih koordinatnih osi.

Rezultat transformacije je odvisen od vrstnega reda rotacij, saj produkt
matrik ni komutativen. V primeru:

Rgy = R;(y) R,(B) R,(V)

mnozimo z desne strani, prvo rotiramo okoli prve osi, potem okoli druge
osi in na koncu okoli tretje osi.

Skupna rotacijska (Rg) matrika nastane kot produkt treh posameznih
rotacijskih matrik.

Skupna rotacijska matrika Rq je spet ortogonalna, saj je nastala kot
produkt treh ortogonalnih matrik:

[R5(v) Ry(B) Ry()] ™" = [R5(y) Ry(B) Ry(a)]" = [Ry(-) Ry(—P) Ry(—)]
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Skupna rotacijska matrika (2)

O Skupna rotacijska matrika (kardanska):

cosfcosy cosasiny-+sinasinffcosy sinoasiny-—cososinfcosy
R = R(0,B,y)=| —cosPsiny cosoacosy—sinasinfsiny sinocosy+cosasinfsiny

sinf —sinocosf cos o.cos 3

O Skupna rotacijska matrika Eulerjeva:

cospcosy —sinpsinycos®  coshpsiny +sinpcosycosO sindpsind
R, .. =|—sin¢cosy—cosdsinycosd® —sindsiny +cospcosycosd cospsind

siny sin® —cosy sin® cos6

Skupna rotacijska matrika - mali koti (1)
O V primeru malih kotov velja: cosO~1 1n sin® ~ 0
HRNIZERN A
XN /
SIVA \ /
S VAN LN /
0 \ \ /
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Skupna rotacijska matrika - mali koti (2)

O V primeru majhnih kotov (do 10") lahko vpeljemo
aproksimacije.

1 y =B
R, =R; (MR, BR,()=|-yv 1 «
B —ao 1

O Vrstni red rotacij v tem primeru ni pomemben.

O Eulerjeve rotacije (mali koti):

1 o+y O
REuler = _((I) + \V) 1 9
0 -0 1
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Refleksijske (zrcalne) matrike

O Prehod iz desnega v levi koord. lert hand right hand
sistem je mozen s pomocjo 1 $°
refleksije (zrcaljenja) posamezni
koordinatnih osi.

MnoZenje z refleksijsko matriko ]
spremeni predznak posamezne
koordinatne osi.

—— | =—Identical screen projection —e | ——

O Refleksijske matrike za posamezne koord. osi se glasijo:

~1.0 0 1 0 0 1 00
P=0 10 P,=|0 -1 0 P,=101 0
0 0 1 0 0 1 0 0 -1
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Produkti zrcalnih in rotacijskih matrik

O Produkt samo zrcalnih matrik je komutativen, kot tudi produkt
zrcalnih matrik z rotacijsko matriko, Ce so indeksi obeh matrik
enaki (zrcaljenje in rotacija okoli iste osi):

P, P, =P, P,

P.RO=RO P, =123

O Rotacije okoli ene osi so aditivne: R.(O)R.(y) = R.(0+vy).
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