TRIGONOMETRIJA NA KROGLI

o Sferna trigonometrija se ukvarja z liki na krogli, zlasti z odnosi med elementi v
sfernem trikotniku.

o Ime: " odoupa " (v grscini krogla)

o Krogla je geometrijsko mesto tock, ki so od stalne tocke (sredisce krogle) oddaljene
za stalno razdaljo (polmer krogle).

o Geometrija na krogli ni evklidicna.

o Na krogli ni vzporednosti in podobnosti,

vsota kotov v trikotniku ni 180°,
hipotenuza je lahko krajsa od katete...

o Geometrija na krogli je ena od moznih
Riemannovih geometrij
(Bernhard Riemann, 1826-1866).
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GEOMETRIJA NA KROGLI (2)

o) Ii‘resek ravnine s kroglo je vedno krog.
o Ce teCe ravnina skozi srediSce krogle je presek veliki krog, sicer pa mali krog.
o Ce premica prebode kroglo je del premice

v njej (daljica) tetiva (KL, GH).

o Ce poteka ta premica skozi sredisce krogle,
imenujemo tako daljico "premer krogle" —
diameter. Dolzina je enaka 2r (EF, MN).

o Za premer krogle je znacilno, da sta si
tocki premera diametralni oz. polarni.

o Skozi dve tocki na povrsju krogle je mozno
Qoloiiti poljubno mnogo ravnin.

o Ce tocki ne lezita na istem premeru krogle,

Ce nista "protitocki", obstoja natan¢no ena
ravnina, ki tece skozi tocki in skozi sredisce
krogle — z dvema toCkama na povrsju krogle

(Ce nista protitocki) je dolocen en sam veliki krog.
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GEOMETRIJA NA KROGLI (2)

o "Sferna razdalja" — med dvema tockama na povrsju krogle je krajsi lok
velikega kroga skozi ti dve tocki.
o Izrazamo jo v dolZinskih enotah, Ce nam je polmer krogle znan,

velikokrat pa s srediS¢nim kotom, ki ustreza loku velikega kroga. Tako se izognemu
uvedbi polmera v izraun, zato zakljucki veljajo za kroglo s poljubnim polmerom.
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POL IN POLARA

o Os poljubnega velikega ali malega kroga je tisti
premer krogle, ki je pravokoten na ravnino tega
kroga. KrajiS¢i premera sta protitocki P, in P, in
se imenujeta "pola".

o Vsakemu krogu ustrezata dva pola, obratno
vsakemu polu ustreza en veliki krog.

o Ustrezni veliki krog skozi skozi oba pola
imenujemo polara.

o Sferna razdalja obeh polov je vedno 180°.
Sferna razdalja vsakega od obeh polov velikega
kroga od poljubne tocke na tem krogu je
stalna in znasa 90°.
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SFERNI TRIKOTNIK - NASTANEK

o Tri tocke na povrsju krogle (Ce ne lezijo na istem velikem krogu) dolocajo tri
velike kroge, ki se sekajo.
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SFERNI TRIKOTNIK (2)

o Tri tocke na povrsju krogle
(Ce ne lezijo na istem velikem
krogu) dolocajo tri velike
kroge, ki se sekajo in tvorijo
8 sfernih trikotnikov.
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SFERNI TRIKOTNIK (3)

o "Eulerjev sferni trikotnik" — koti in stranice manjsi od 180°.
(Leonhard Euler, 1707-1783)

LN

o Sferni trikotnik: 3 stranice in 3 koti.
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LASTNOSTI SFERNEGA TRIKOTNIKA

L. b+c¢>180° B+vy>180°
b+c <180° B+y<180°
2. la-b|<c<|b+al

lb-c|<a<|b+c]|
lc—a|<b<|c+a]

3. a>b a>p
4, o+ pB<180°+y
B+y <180°+ a

y+a <180° + B

5. 0°<a+b+c<360°

d=360°-(a+b+c)
6. 180° < a + B + y < 540°
e=(a+p+7y)-180°
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sferni "defekt" ("diferenca").

sferni "eksces"




ZVEZE MED ELEMENTI SF. TRIKOTNIKA

o 6 elementov: 3 stranice in 3 koti.

o Osnovni izreki sferne trigonometrije:
o kosinusni izrek za stranice,
kosinusni izrek za kote,
sinusni izrek,
sinus-kosinusni izreki,
kotangensni izreki,
funkcije polovicnih kotov,
funkcije polovicnih stranic,
Delambreove (Mollweidove, Gaussove) enacbe,
Napierjeve enacbe.

©C 0 0 0 0 0 0 ©
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KOSINUSNI IZREK ZA STRANICE

cosa = cosbeosc+sinbsinccosa
cosb = cosacosc+ sina sin ccosf3
cosc = cosa cosb+sina sinbcosy

o Uporaba:
o Ce sta dani dve stranici in kot med njimi,
o Ce so dane vse tri stranice in iS¢emo kote;
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KOSINUSNI IZREK ZA KOTE

CcosoL = —cosPcosy +sinfBsiny cosa
cosf} = —cosycosa +siny sinacosb

0sY =—cosacosfl +sinasinfco
5 Uporaba:  COSY =—COS cosP +sinasinfcosc

o Ce sta dana dva kota in prileZzna stranica,
o Ce so dani vsi trije koti;
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SINUSNI IZREK

V Eulerjevih sf. trikotnikih so elementi vedno manjsi od 180°; zato so sinusi vedno pozitivni.
Vstavimo pod koren in dobimo sinusni izrek:

sino sin®f  sin®y N*

sina  sin®b  sin®c  sin®asin®bsin®c
sino. _ sinf3  siny
sina sinb sinc

Stevilo: K = N secasechsecc je za en sferni trikotnik konstantno in se imenuje

"konstanta" sfernega trikotnika.

o Uporaba:
o le iziemoma, saj f-ja sinus ne daje enoli¢ne resitve (f-ja sinus je v obeh kvadrantih
pozitivna).
o Ce rgéunamo s sinusniim izrekom, preverimo reSitev — nasproti vecje stranice lezi vedji kot
in obratno.
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Kotangensni izrek

o Sest elementov sfernega trikotnika lahko napisemo v

cikliénem zaporedju aybo.cf3. Kotangensni izrek veze
Stiri elemente v trikotniku: dve stranici, kot, ki ga
oklepata in eni stranici nasproti lezeci kot; vsi elementi
so v zaporedju, na primer ayba, ali Bayb.

o Na primer za kombinacijo Bayb so: notranji kot vy,
notranja stranica a, zunanji kot B, ter zunanja c
stranica b. Potem se kotangensni izrek glasi:

o Kotangens zunanje stranice krat sinus notranje stranice je enak: produktu kosinusa
notranje stranice in kosinusa notranjega kota plus produktu kotangensa zunanjega
kota in sinusa notranjega kota.

cota sinb=cosbcosy+cotasiny
cotbsinc = cosccoso + cot fsina
cotcsinb = cosbcoso +cotysina,
cota sinc = cosccosf +cot asinf
- cotbsina = cosa cosy +cotBsiny
cotcsina = cosa cosP+cotysinf3
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IZREKI O POLOVICAH KOTOV -"s" IZREKI

o "s"izreki so obrazci, ki dajejo tangens polovi¢nega kota. Izvedemo jih iz kosinusnega izreka za
stranice.

2 sin(s—a) 2 sin(s—-0) 2 sin(s—c)
k:\/sin(s—a)sin(s—b)sin(s—c) Ca+btc
sins ST,

Predznak korena je vedno pozitiven, ker so v Eulerjevih sf. trikotnikih stranice vedno manjse od
180°. Prav tako so vrednosti goniometricnih funkcij pod korenom vedno pozitivne glede na
lastnost sfernega trikotnika (2. in 5. lastnost).

o Geometricno pomeni koli¢ina k tangens sfernega polmera r, sfernemu trikotniku vcrtanega
kroga: k = tan 7.

o "s"izreke uporabljamo za izracun neznanih kotov Ce so podane vse tri stranice. Dobimo
enoli¢no resitev, saj so polovicni koti vedno v I. kvadrantu.
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IZREKI O POLOVICAH STRANIC -"c" IZREKI

o "o" izreki so obrazci, ki dajejo tangens polovicne stranice. Izpeljemo jih iz
kosinusnega izreka za kote, od koder izrazimo cos stranice...

tan% = Kcos(oc—a) tan% = K cos(c—) tan% = Kcos(oc —7)

K:\/ —COSGC G:OL+B+Y
cos(c —a)cos(c —B)cos(c—7) 2

o Geometricno pomeni koliCina K tangens sfernega polmera R sfernemu trikotniku
ocrtanega kroga: K = tanR.

o Predznak korena je vedno pozitiven, saj so v Eulerjevem sf. trikotniku stranice vedno manjse od
180°. Glede na lastnost sf. trikotnika: 180°<a + B +y <540°, je polovicna vsota kotov (o) vedno
v II. ali v III. kvadrantu. Vrednost funkcije kosinus je vedno negativna. Razlike (c—a), (c—p) in
(c—y) so vedno v I. ali v IV. kvadrantu. Zato so kosinusi teh razlik tudi vedno pozitivni.

o "o" izreke uporabljamo za izraCun stranic, ¢e so podani vsi trije koti. Dobimo enolicno
resitev saj so polovicne stranice vedno v I. kvadrantu
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Delambrove (Mollweidove, Gaussove) enacbe

o Izpeljali so jih neodvisno J. B. Delambre (1749-1822), C. B. Mollweid (1774-1825) in C. F.
Gauss (1888-1855).

sina+Bcos£:cosa'_bcosl sina_BsinE:Sina_bcosl I.
2 2 2 2 2
sirl(XJchosQ:(zosucosE sina_ysing:sinucosE 11.
2 2 2 2 2 2 2
sinmcosgzcosﬂcosg sinB_YSing:sinucos2 I11.
2 2 2 2 2 2 2 2
cosa+Bcos£=cosa—+bsinl cosa_BsinE:sinMsinl IV.
2 2 2 2 2 2 2
cosaﬂ(cosg:(3osa—+csinE cosa_ysiné:sinwsinE V.
2 2 2 2 2 2 2
(3osmcosg = cosMsing cosmsing = sinMsing VI.
2 2 2 2 2 2 2

o Vsaka enacba vsebuje vseh 6 elementov sfernega trikotnika, kar pomeni, da z njimi trikotnika, podanega s
tremi elementi ni mogoce resiti. V praksi sluzijo Delambrove enacbe za kontrolo izracunanih elementov,
teoreti¢no pa za izpeljavo Napierjevih in L'Huilierjeve enacbe.
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Napierjeve enacbe (analogije) (1)

o V zgodovini se omenjajo kot Napierjeve analogije (sorazmerja). John Napier (1550-
1617) Skotski matematik, iznajdel logaritme.

o Ta sistem enacb dobimo s kombinacijo Delambrovih enacb in to z deljenjem
ustrezne enacbe iz sistema I., II. in III. z enacbo iz sistema IV., V. in VI.

— . a—>b
COS——— sin
tanOHB: aibcotl tana B: a—zrb cotl
2 cosT 2 2 sin 2
oty cos 4 ¢ 8 oy SO — 8
tan = az p t— tan = p cot—
2 cOoS 2 2 sin
cos—— simb;c
tanB+y: b—%cc t— tanB_y— b_%ccot—
2 0087 2 2 SIn—— 2
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Napierjeve enacbe (analogije) (2)

. a—f -B
sin COS
tana b— ?rBtanE tanOHb— EBtan—
2 sin 2 2 COS—— -
2
—Y a—y
sin cos
2 sin Y 2 2 oS Y 2
2
b ¢ sinP=Y b_¢ cosP=7
tan = B 2 tan— tan = 2 tan—
2 sin v 2 2 cos—y 2

o Funkcija tangens je zelo obcutljiva in enacba daje enolicno resitev.
o Za zgornji sistem enacb velja, Ce je: a>b = o>B. V primeru, da je a<b ter a<p enacbe
dobijo obliko: b—a in B—a.
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L'Huilierjeva enacba

Simon Lhuilier ali S. L'Huilier (izg. "Lilie") 1750-1840, Svicarski matematik. Njegova
enaCba omogoca izraCun sfernega ekscesa ¢, e nam niso znani vsi trije koti
sfernega trikotnika.

tan L \/ tanitan 5~ tan tan
4 2 2

tan " tan b siny
tan— = 2 2

1+tanatanbcosy
2 2

Pravokotni sferni trikotnik (y= 90°, a, b kateti):

tanE = tangtang
2 2 2
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Ploscina sfernega trikotnika

PloSc¢ina sfernega trikotnika je premosorazmerna velikosti sfernega
ekscesa:

tR®> £ R°n
P=(a+pB+v-180° =
(ot By = 1809105 = g0
o P2 ' D2 n p2
stfoE :8}'3 N 1”3 _¢ R’
p p p
P, =4nR®
2 2
P, - R T oo_ AR o _ Pe o
180° 180°.4 720°
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Polmer vcrtanega kroga

VCrtani krog sfernega trikotnika je tisti mali krog na krogli, ki se dotika
stranic trikotnika. Pol U v€rtanega kroga ima od stranic a, b in ¢ enako

sferno razdaljo — sferni polmer r trikotniku vCrtanega kroga. U je
presecisce simetral kotov.

tany — \/ sin(s — a)smSS —b)sin(s—c¢) _
sins

k

J—cosccos(c —a)cos(c —B)cos(c —v)
2 cosg cosEcosl
2 2 2

tan7r =

21
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Polmer ocrtanega kroga

Ocrtani krog sfernega trikotnika je tisti krog na krogli, ki poteka skozi
ogljisca A, B, C. Pol O ocCrtanega kroga ima od ogljiSC trikotnika enako sferno
razdaljo — sferni polmer R trikotniku oCrtanega kroga. O je preseCisCe
simetral stranic trikotnika.

an R \/ —COSGO _
cos(c—a)cos(c —B)cos(c—v)

cot R = JJsinssin(s — a)sin(s —b)sin(s —c)

.a . b . c
2sin —sin —sin —
2 2 2
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Numericno resevanje splosnega sf. trikotnika

o  Sferni trikotnik je mozno resiti, ¢e so podani trije elementi. Skupaj obstaja
6 tipov nalog:
. dane so tri stranice,
.  dani so trije koti,
n1. dani sta dve stranici in vmesni kot,
Iv. dana je ena stranica in oba prileZzna kota,
v.  dani sta dve stranici in eni stranici nasproti lezeci kot,
vi. dana sta dva kota in enemu kotu nasproti lezeca stranica.
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Pravokotni sf. trikotnik (1)
o Pravokotni sferni trikotnik je tisti
trikotnik, ki ima en kot (y) enak 90°.
Njegovi elementi so: a, b kateti,
¢ hipotenuza, y = 90° pravi kot.
o Oznalimo elemente pravokotnega sf.

trikotnika na obodu poljubnega kroga

v istem smislu kot si sledijo v trikotniku.
Pri tem izpustimo pravi kot vy, in postavimo
na ustrezni mesti namesto katet njihove
komplemente. Vsega skupaj imamo

5 elementov, izmed katerih ima vsak

dva sosednja in dva nasprotna elementa.
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Pravokotni sf. trikotnik (2)

o J. Napier je zdruzil vseh deset obrazcev za pravokotni sferni trikotnik v enem pravily,

)

(Napierjevo pravilo):
"Kosinus vsakega elementa je enak produktu sinusov nasprotnih elementov, ali pa produktu
kotangensov sosednjih elementov."

cosc = cotacotf

cosc = sin(90° — a)sin(90° —b) = cosa cosd
cosf =cotcecot(90°—a)=cotctana

cosf =sinasin(90°—b) = sin a.cosb

co0s(90° —a) = sina = cotP cot(90° —b) = cotBtanbd
c0s(90°—-a)=sina = sincsino

c0s(90°—b) =sinb = cot(90° — a)cot o = tan a cot o
cos(90°—b) =sinb =sinfBsinc

cosa = cot(90°—b)cotc =tanbcotc
coso =sin(90° —a)sinP = cosa sin
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o Pravostranicni sferni trikotnik je tisti,

Pravostranicni (kvadrantni) sf. trikotnik (1)

ki ima eno stranico (¢) enako 90°.
Njegovi elementi so: a, b nekvadrantni
stranici in koti o, B invy.

Oznacdimo elemente kvadrantnega sf.
trikotnika na obodu poljubnega kroga

v istem smislu kot si sledijo v trikotniku.

Pri tem izpustimo kvadrantno stranico c,
zamenjamo kot, ki je nasproti kvadrantne
stranice z njegovim suplementom (180°-y)

in namesto ostalih dveh kotov piSemo njihove
komplemente: (90°-a.), (90°-B). Vsega skupaj
imamo 5 elementov, izmed katerih ima vsak
dva sosednja in dva nasprotna elementa.
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Pravostranicni (kvadrantni) sf. trikotnik (2)

o Napierjevo pravilo za kvadrantni sf. trikotnik je enako in se glasi:

o "Kosinus vsakega elementa je enak produktu sinusov nasprotnih elementov, ali pa produktu
kotangensov sosednjih elementov."

cos(180° —y) =cotbeota cosy=—cotbcota
cos(180° —y) = sin(90° — o) sin(90° — B) COSY =—cosacosf

cosb = cot(180° —y)cot(90° — o) cosb =—cotytana
cosb =sina sin(90°—B) cosb = sina cosf
c0s(90° — o) = cot b cot(90° — ) sino = cotb tanf3
co0s(90° — o) = sin(180° —y)sina sino = sinysina
co0s(90°—B) = eot(90° — a)cota sinf3 =tanacota
c0s(90° —B) = sinbsin(180° —y) sinP =sinbsiny
cosa = cot(180° —y)cot(90° —B) cosa =—cotytanp
cosa =sinbsin(90° - a) cosa =sinbceosa
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Uporaba sf. trigonometrije v geodeziji

o Zemlja — krogla
o Geografske koordinate na Zemlji-
krogli:
o Lok na vzporedniku in lok na
meridianu.
o Ortodroma in loksodroma.

Greenwic

o Prva in druga geodetska naloga.

o IzraCun sferne razdalje dveh tock na
Zemlji — krogli. X ekvator

o Sferna razdalja dveh tock na istem
vzporedniku.

M. Kuhar — Geod. racuni, GiG

28




