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GEODETSKI NALOGI NA KROGLI

1 Pojem ortodrome in loksodrome

Najkrajsa povezava — krivulja med dvema tockama na poljubni ploskvi se imenuje
geodetska krivulja — linija. V primeru krogle je geodetska linija med dvema tockama na
povrsju krogle lok velikega kroga, ki poteka skozi obe tocki. V navigaciji in geodeziji se

ta lok imenuje ortodroma (iz grs¢ine "ortos" - pravi, "dromos" — pot).

Ce obravnavamo Zemljo kot kroglo je ortodroma najkrajsa pot med dvema mestoma na
Zemlji. Ortodroma seka vsak meridian po drugim kotom, kar pomeni ¢e plujemo po
ortodromi, moramo neprestano spreminjati kurz oz. azimut po katerem pluje nase

plovilo, kar je prakti¢no nemogoce.

Loksodroma (iz grséine "loksos" — poseven) na krogli je krivulja, ki seka vse meridiane
pod istim kotom. Ladja, ki pluje po loksodromi ima prednost konstantnega kurza in
pomanjkljivost daljSe poti. Loksodroma je prostorska krivulja, ki se polu neprestano
priblizuje in ga nikoli ne doseze. Med dvema tockama na povrsju Zemlje - krogle je
poljubno mnogo loksodrom, V postev pride samo tista, ki pripelje iz ene v drugo toc¢ko

v manj kot enem zavoju.

loksodroma ortodroma

Poseben primer loksodrome na Zemlji so ekvator, vsi meridiani in vzporedniki.
Vzporedniki so loksodrome z azimutom A = 90° oz. 270°.
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EKVATOR

Razlika med ortodromo in loksodromo

2 Prva in druga geodetska naloga

Prvo in drugo geodetsko nalogo imenujemo osnovni geodetski nalogi. Na krogli
predstavlja resevanje geodetskih nalog dejansko resevanje splosnega sfernega trikotnika

— navticnega sfernega trikotnika.

elementi:
a=90° - ¢s
b= 90— da
D — ortodromna razdalja
Y = | A — Aa |
o = Aas
B = 360° — Apa

Azimut je kot med tangentama na krog meridiana in geodetsko krivuljo iz tocke Tx v
tocko Tp. Azimut v tocki Ta je enak kotu a, azimut v drugi tocki T je enak Apy =
360° - B.
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Kurz plovila (letala) ali trenutna smer plovbe je kot, ki ga trajektorija plovila tvori z

meridianom.

2.1 Prva geodetska naloga

Podano je: tocka T s svojimi geografskimi koordinatami, ortodromna razdalja od tocke
Ta do tocke Ty in azimut Aap do tocke Tg. Potrebno je izracunati geografske
koordinate tocke Tg; torej:

Dano: Ta (¢a,Aa), Das, Aag.
I3c¢e se: Ts (¢B,An)

(V mednarodni literaturi je naloga znana kot "direct problem".)

Resevanje prve geodetske naloge pomeni resevanje splosnega sfernega trikotnika (III.
tip naloge). Ce je dani azimut v mejah med 0° in 180°, je to notranji kot v navtié¢nem
trikotniku. Potem iskana tocka Tg lezi vzhodno od tocke Ta. V primeru, da je dani
azimut v mejah med 180° in 360 je to zunanji kot v oglis¢u (dana tocka) in je
dejansko dana tocka Tp (skladno z nasim oznacevanjem). Iskana tocka lezi zahodno od
dane tocke.

Ker je ortodromna razdalja Dag podana v dolzinskih enotah, jo moramo pretvoriti v
kotne enote:

o
e - D, 180
TR _
Stranico a izracunamo po kosinusovem stavku za stranice:

cosa = cosbcos D +sinbsin Decosa
(bI9OQ*¢A,AAB:OL)

0,:90()*(1)]3 = (1)]3:909*0,

Kota B in y izracunamo s pomocjo Napier-jevih enacb:

tanB+Y: 2
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. b—-D
B - sin
tan y: 2 cot —
2 . b+ D 2
si
2
B:B+Y+B—Y
2 2
y:B+v_B—v
2 2

vy =AL = Ap= At AL

Pri izbiranju oznak tock (dana, iskana) moramo upostevati velikost danega azimuta.
Oznake si nato ustrezno priredimo. Enako velja za predznak AA. Ce je dani azimut A
< 180°, AL pristejemo, Ce pa je dani azimut A > 180°, AA odstejemo. Izjeme nastopajo,

¢e sta tocki na razliénih straneh Greenwiskega meridiana oz. datumske meje.

2.1.1 Resitev s pomocjo kotangensnega izreka

Razlika je samo v rac¢unanju neznanih kotov 8 in y. Stranico a izra¢unamo prav tako

po kosinusnem izreku.

Kotangensni izrek za elemente caby:
cot Dsinb = cosbcosa + cot ysina

Od tod izrazimo neznani kot v:
cotysina = cot Dsinb — cosbcosa

sin o

tany =
Y cot Dsinb — cosbcosa

Kotangensni izrek za elemente BDaob:
cotbsin D = cos Dcosa + cot Bsina

Od tod izrazimo neznani kot [3:
cotPBsina = cotbsin D — cos D cosa

sin o
tanP =

cotbsin D — cos D cos a

2.2 Druga geodetska naloga

Podano sta tocki Ta in T s svojimi geografskimi koordinatami (¢pa,Aa), (d5,As).

Potrebno je izra¢unati ortodromno razdaljo med tockama Dag in oba azimuta.

Dano: Ta (¢a,Aa), Ts (¢5,15)
Isce se: Dag, Aas, Apa.
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(V mednarodni literaturi je naloga znana kot "inverse problem".)

Resevanje druge geodetske naloge pomeni resevanje splosnega sfernega trikotnika (I1I.

tip naloge).
Razdaljo D izrac¢unamo s pomocjo kosinusnega izreka za stranice:

cos D = cosacosb + sinasinbcosy
(a=90° ¢, b=90°—¢s,y=|AL])

[zra¢unano razdaljo Dag izrazimo v dolzinskih enotah:

5 _ TCR'km DO
"o 180°

Kota a in B dobimo s pomocjo Napier-jevih enach:

cosa_b
tana+B— 2 COtl
a+b 2
cos
. a—>b
a-p_""o v
tan = cot —
2 . a+bd 2
sin
2
:a+B+a—B
2 2
a+B aoa-P
B="""-
2 2

Azimuta sta: Axg = o, Apa = 360° — 3

2.2.1 Resitev s pomocjo kotangensnega izreka

Razlika je samo v rac¢unanju neznanih kotov a in f. Ortodromno razdaljo izracunamo

prav tako po kosinusnem izreku.

Kotangensni izrek za elemente aybo:

cotasinb = cosbcosy + cotasiny

resimo kot o
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cotasiny = cotasinb — cosbcosy

sin y

tano = -
cotasinb — cosbcosy

Kotangensni izrek za elemente Bayb:

cotbsina = cosacosy + cot Bsiny
resimo kot B:

siny cot = cotbsina — cosa cosy

fanp = sin y

cotbsina — cosacosy

2.3 Plovba po loksodromi

Plovba po ortodromi terja stalno menjava kurza, kar je prakticno nemogoce. Zato se na
velike razdalje (nekaj tiso¢ kilometrov) pluje po loksodromi, najveckrat tako, da se
ortodroma med izhodis¢em in ciljem aproksimira z loki posameznih loksodrom in se le
obcasno, na nekaj sto kilometrov prevozene poti, menja kurz ladje. Na krajse razdalje
(do tiso¢ kilometrov) pa se v praksi skoraj vedno pluje po loksodromi, saj je razlika
med dolzino ortodromne in loksodromne poti neznatna in je reda velikosti 2 km
(morska milja).

o

507]

120° 100°

Loksodroma in ortodroma na karti v Merkatorjevi projekciji



M. Kuhar: Uporaba trigonometrije na krogli, december 2021

160" -155" <1507 -145" 140" 135" 1307 125" 120"
= ;

45

20 § "
1607 -155° <1507 -145° 1407 135" 1307 1257 -120°

km
———
[N Il =00 Jan zozar 26| OMC- Marin Weinst 0 200400

Loksodroma na karti v Merkatorjevi projekciji

Loksodroma ima tudi to prednost, saj je njena projekcija na pomorskih kartah, ki so
izdelane v Merkatorjevi projekciji, premica.

2.3.1 Enac¢ba loksodrome

Podani sta dve tocki z geografskimi koordinatami, Py in P..
Izracunajmo dolzino loksodrome (L) med obema tockama in kurz plovila iz prve tocke

proti drugi (K).

A A+AN

Loksodromski trikotnik

Obravnavamo "pravokotni loksodromski" trikotnik P;CP,.Stranica P1P; je lok
loksodrome, stranica P>C je dolzina vzporednika tocke P, stranica P;1C je dolzina loka
meridiana tocke P;.
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Stranica CP; je enaka loku meridiana tocke P:
AP =9, — ¢,
CP =Af =ApxR

(Af pomeni dolzino loka meridiana med P; in Ps).

Stranica CP2 je enaka:
CP, = Al = A\ x R¢ = ALRcos ¢,, pri cemer je Al dolzina loka vzporednika tocke Ps.

Ce obravnavamo samo infinitezimalno majhen del loksodrome, ki poteka skozi toc¢ko P,

(slika levo):
AN — dh

Ad — do
lahko loksodromski trikotnik obravnavamo kot raven pravokotni trikotnik. Tangens
kota K (kurz) je:

tan K — Rd)\ cos ¢
Rdd
Od tod imamo:
dh _ tan K
ddp  cosod
Resitev diferencialne enacbe nam da:
dh = 49 0Z.
tan K cos¢
A :I dé = In tan 45O+9 +C
tan K cos ¢ 2
Enacba loksodrome z kurzom K se glasi:
A=tan K J. dé
cos ¢

A= tanKlntan(45°+gj+C

Integracijska konstanta C nam da mnozico loksodrom. Loksodroma, ki poteka skozi

tocki Py in P, se glasi:
A, = A, =tan K {ln tan [45° + %j —In tan (45° + %H

0zZ.

tan(45° + 4)22]
kz —7»1 = tan K In

tan[45° + d)lj
2

razlika geografskih dolzin A, — A1 je podana v radianih.
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Kurz je enak:

AM
tan K = — [rad]

tan (45° + 4)2]
2

tan [45° + d)lj
2

Dolzino loksodrome lahko izracunamo tudi iz "ravnega" pravokotnega trikotnika:
Rdd dl — Rdd
dl cos K
4y
[ = R j do R

cos K
o

In

cos K =

Dolzino loksodrome lahko neposredno izracunamo v [km]:

B0 g g5 )
L[km] p° cos K ’ cos K

ali [mm]:

_ (9, —9)'
L[mm] ~ cosK

Razlika geografskih Sirin je podana v loé¢nih minutah.



