Fizi¢na geodezija po GPS

Helmut Moritz

Povzetek
GPS tehnologija omogoca geometricno dolocanje topografske povrSine Zemlje. To bistveno
spreminja geodetski robni problem: namesto prostega robnega problema imamo sedaj fiksen robni
problem. Presenetljivo pri tem je, da za njegovo resevanje lahko uporabimo klasi¢ne racunske
formule po Molodenskem in drugih brez vsakr$nih sprememb.

Abstract
GPS permits the geometrical determination of the topographic earth surface. The geodetic—
gravimetric boundary value problem thus changes its nature fundamentally: from a free boundary—
value problem it becomes a fixed boundary—value problem. Thus it is very surprising that the
classical series solution of Molodensky and others can be applied without change.

A. Prakticen pomen fizi¢ne geodezije v zvezi z GPS-om

Fizi¢na geodezija se ukvarja z dolocanjem Zemljinega gravitacijskega polja. Predvsem
gre za dolocitev ploskve geoida in odklonov navpicnice.

GPS (Global Positioning System) je najpomembnejSa metoda za doloc€itev poloZaja tock
na Zemljini povrsini. S to metodo hitro in natanéno dolo€amo geocentri¢ne koordinate, ki
se nanas$ajo na referencni elipsoid (Hofmann-Wellenhof et al 1994). To koordinate so:

e clipsoidna Sirina o,
e clipsoidna dolzina A,
e clipsoidna viSina h.

Horizontalni koordinati ¢ in A ne povzrocata tezav, ker se njuna definicija ujema z
navadno geodetsko definicijo. Iz ¢ in A lahko izra¢unamo ravninske, pravokotne (Gauss-
Kriigerjeve) koordinate x, y.

Vertikalna koordinata / pa je problemati¢na, saj predstavlja visino nad elipsoidom, ki
nima neposredne fizicne interpretacije in ni kompatibilna z navadnimi ortometri¢nimi ali
nadmorskimi viSinami H (viSine nad geoidom). Ortometricne (grSka beseda: "pravilno
merjene") viSine imajo naraven pomen, ker geoid in ne elipsoid nastopa v naravi. Na
primer, visine GPS niso primerne za uporabo v hidrotehniki.

Osnovna enac¢ba viSin

Osnovna formula za terestri¢ne visine je # = H + N ali

H-h+N=0 (1)
kjer so:
h visina nad elipsoidom ali elipsoidna visina (iz GPS-a),
H .... visina nad geoidom ali ortometri¢na (nadmorska) visina (iz nivelimana),
N viSina geoida nad elipsoidom (geoidna visina), (glej sliko 1)
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Formula (1) je izredno preprosta, vendar ima zelo pomembne posledice.
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Slika 1 - Osnovne visine

Dolocanje geoida
Ce poznamo ortometriéno vidino H in merimo elipsoidno visino 4 z GPS-om, sledi:
N=h-H )

Tako dobimo odli¢no metodo za doloc¢anje geoida. Na goratem podrocju, se ne more
uporabiti izkljuéno ta metoda zaradi znanih tezav pri niveliranju. Toda na ta nacin lahko
dolo¢imo N v nekaterih opornih tockah, kjer imamo nivelman, in sicer za podporo in
orientacijo astrogeodetskih ali gravimetri¢nih lokalnih geoidov. Za ta namen je verjetno
najboljSa metoda.

Ortometric¢ne viSine iz GPS-a

Da, to je mogoce in je ena od najbolj perspektivnih uporab GPS-a. Enacbo (1) napiSemo
v obliki

H=h-N 3)

¢e merimo /s z GPS-om in poznamo viSino N geoida nad elipsoidom, dobimo nadmorsko
viS§ino H brez nivelmana, ki je najpocCasnejSa in najbolj dolgocasna merska metoda v
geodeziji. Ce Zelimo dobiti natanénost 1 cm visinske razlike AH, moramo meriti Ak in
poznati AN vsaj z enako natancnostjo. Natanc¢ne "diferencialne" GPS-meritve so mozne, in
za AN potrebujemo tako imenovani "cm-geoid". V nacelu je to tudi mogoce. Zdaj poznamo
v Avstriji geoid z natanénostjo nekaj cm. Ce bomo imeli "em-geoid", bo to verjetno najbolj
pomembna vloga geoida v geodetski praksi.

Prakti¢en pomen fizi¢ne geodezije

GPS ni odvisen od Zemljinega gravitacijskega polja. Klasi¢ne geodetske meritve (razen
razdaljemerov) in tudi inercialna geodezija (geodetska verzija dobro znane inercialne
navigacije) so odvisne od tega polja. Na sreco je zelo lahko transformirati lokalni "naravni"
geoidni sistem, odvisen od naravne navpicnice (vertikale) in horizontale, v elipsoidni



(GPS) sistem in obratno. Imamo tri "transformacijske parametre": geoidno viSino N in
odklon navpi¢nice s komponentama £ in

e=-¢
1N = (A —A)cosd 4)
N=h-H

Tretja enacba ni ni¢ drugega kot nasa osnovna formula (1). Prva in druga enacba izrazata &
in n kot razliki astronomsko merjenih koli¢in @ (Sirina) in A (dolzina) in ustreznih
geodetskih koli¢in, dolo¢enih z GPS-om.

Torej je prehod od "naravnega" (®,A,H) do "geodetskega" (¢,A.) sistema zelo
enostaven. Kot smo videli, je takSen prehod predvsem pomemben za racunanje visin. Pod
posebnimi pogoji so pomembni tudi odkloni navpiénice, na primer za merjenje tunelov v
visokogorju. Gerard Lachapelle je imel takSne probleme pri merjenju Zelezniskega tunela
skozi Rocky Mountains v Kanadi; ta tunel ima dolzino 15 km (Lachapelle et al., 1984)!

Kakorkoli, ni mogoce uporabljati GPS v tunelih, ker tam ne vidimo satelitov. GPS se
ustavlja pred vrati tunela. V notranjosti moramo uporabljati klasi¢éne metode, v prihodnosti
verjetno inercialno geodezijo. V obeh primerih je potreben prehod po enacbi (3).

B. Teoreticna vprasanja u zvezi z teorijo Molodenskega
Robni Problem Molodenskega (RP1)

V geodetski teoriji je splosno znan problem Molodenskega: dolocanje topografske
povrsine Zemlje in njenega gravitacijskega polja iz naslednjih geodetskih podatkov: sile
teznosti in gepotenciala ki se dolo¢a s pomoc¢jo nivelmana. To je precej zapletena teorija,
vendar obstajajo dobre prakti¢ne resitve. V matematicni terminologiji je to robni problem
(RP), ki ga lahko formuliramo na slede¢i nacin.

Na topografski povrsini S poznamo vektor teznosti g in geopotencial W (slika 2).

Povrsina (ploskev) S je neznana ("prosta"), in jo moramo dolo¢iti.

S
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Slika 2 - Topografska povrSina S, vektor teznosti g in geopotencial W

Osnovna enacba izraza g s pomoc¢jo Sin W:

g=f(S;W) ()

Ta relacija izraZza znano dejstvo, da ¢e poznamo S in W na povrsini S, sta zunanji
potencial /¥ in s tem vektor teznosti g kot gradient potenciala:

g =gradW (6)



dolocena z resitvijo problema Dirichleta.
Najtezavnejsi problem je reSevanje enacbe (5) za izracun S, simboli¢no:

S=F(g.Ww) (7)

To res ni trivialno, ker je f tezaven nelinearen operator. Zato je reSevanje enacbe (5) v
obliki (7) tezaven primer nelinearne funkcionalne analize, "trdi inverzni problem", kot ga
je poimenoval L. Hérmander (Moritz, 1980, pog. 40 in 51).

V praksi ta problem lineariziramo in ga reSujemo z razvojem v vrsto Molodenskega in
drugih (Moritz, 1980, str. 41 - 46).

Moderni Robni Problem (RP2)

Tu lahko $tejemo povrsino (ploskev) S za znano (s pomoc¢jo GPS-a) in ¢e poznamo tudi
teznost g, (to je norma tega vektorja), lahko neposredno izra¢unamo zunanji geopotencial
W (Koch, 1971). RP2 je "vezan" (S je znana), medtem ko je RP1 "prost" (S je neznana).

Torej vidimo, da je moderni robni problem RP2 (s pomoé¢jo GPS-a) bistveno bolj
enostaven kot problem Molodenskega RP1.

Linearizacija
Linearizirana verzija teh robnih problemov je zelo enostavna.

RP1 (Molodenski)

Na osnovi ploskve S in referencnega elipsoida £ lahko definiramo pomozZno ploskev X,
¢e zahtevamo

UuQ)=W(P) (8)

Toc¢ka Q in njena viSina H*, tako imenovana "normalna viSina", sta znani, ¢e poznamo
W, in €e definiramo elipsoidno normalno teznostno polje z normalnim potencialem U.
Potem poznamo feznostno anomalijo (anomalijo teznosti):

Ag =g(P)-v(Q) )

kjer je y(Q) normalna teznost v tocki Q. Teznostna anomalija se uporablja za izratun

vi§inske anomalije (anomalije viSin) £, ki podaja GEOMETRIJO topografske povrsine
(ploskve) S, ker je visina nad elipsoidom 4 podana:

h=H~*+¢ (10)
in FIZIKO gravitacijskega polja, ker

T=vC (1)



in

W=U+T (12)
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Slika 3 - Topografska povrsina, teluroid in elipsoid

Tako izratunamo geopotencial # ne samo na povrsini (ploskvi) S, ampak tudi v
Zunanjem prostoru.

Ce bi bila S nivojska ploskev, kot je geoid, bi resitev dobili s pomogjo Stokesove
formule:

R
T=g j [AgS(y)do (13)
kjer je Stokesova funkcija definirana kot
— 2n +1
S(y) = Y, =——P,(cos ) (14)
n=2 N -1

s pomocjo Legendrevih polinomov P,(cos\y). Ta formula velja za sferno aproksimacijo; R
= 6371 km je srednji radij Zemlje in y je sferna razdalja med tocko izracuna za £ in tocko

na katero se nanasSa plos¢inski element do enotske krogle o. TeZnostna anomalija Ag se
nanasa na do.
Vrsto (14) lahko sumiramo analiti¢no s klasi¢énim rezultatom:

S(y) —6sin%+1—SCosw—3coswln(sin%+sin2%) (15)

~sin(y/2)

RP2 (GPS)

Ce je povrsina S znana, teluroid ni potreben. Geodetsko visino A4, ali visino nad
elipsoidom, lahko neposredno dolo¢imo z GPS-om tako da, namesto teZnostne anomalije
(9), lahko uporabimo teznostno motnjo (moteco teznost).

89 =g(P)-v(P) (16)
kjer se tudi y nanasa na P, saj je sedaj ta tocka znana.



Ta zveza med T in dg je sedaj dana za poseben primer nivojske ploskve S s Hotine-
Kochovo formulo:

T= % { j 5gK(y)do (17)
kjer je
K = 3 2P (cosy) (18)
o n+1

Ti dve formuli sta o€itno v tesni povezavi s (13) in (14). Razlika med (14) in (18) je
imenovalec: » + 1 namesto n — 1. (Nato moramo zaceti sumirati z n =0 v (18), in ne v
(14).) To neposredno sledi iz definicije teznostne motnje v primerjavi z teZnostno
anomalijo, primerjaj (Heiskanen in Moritz, 1967, enacbe (2-153) in (2-155)).

Spet moremo sumirati (18). Rezultat je funkcija Hotine-Kocha

K(y) = (19)

(s
——In|1+———
sin(y/2) sin(y/2)

Enacbi (17) in (19) je prvi¢ izpeljal Hotine (1969, str. 311 in 318), njen temeljni pomen
za fizi€no geodezijo v povezavi z GPS-om pa je prvi odkril in analiziral Koch (1970), ki je
priznanje izrazil Hotinu.

Vrsta Molodenskega

Prvo resitev za RP1 je podal Molodenski, ki je reSeval integralsko enacbo. Druga resitev
je bila dobljena na "elementaren" nacin s pomoc¢jo analiticnega nadaljevanja s Taylorjevo
vrsto. Sam Molodenski je uposteval to moznost ze okoli leta 1945, vendar jo je zavrgel,
zaradi teoreticne tezavnosti analiticnega nadaljevenja. To metodo je vnovi¢ odkril
Bjerhammar leta 1963. Marich in, neodvisno od njega Moritz sta jo uporabila okoli leta
1969 za odkritje nove vrste Molodenskega tipa. Ta vrsta je popolnoma ekvivalentna resitvi,
ki jo je dobil Molodenski iz integralske enacbe. To je dokazal Pellinen leta 1972. Primerjaj
(Moritz, 1980, del D).

telluroid T
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Slika 4 - Analiticno nadaljevanje na nivo tocke



Geometri¢no situacijo prikazuje slika 4, ki je identicna v RP1 in RP2. Res dg ima isto
harmoni¢no obnasanje kot Ag, ker sta tako 6g kot Ag harmoni¢ni funkciji (Heiskanen in
Moritz 1967, enacbe (2-153) in (2-155)).

Torej ne pride do nobenih sprememb, ¢e nadomestimo Ag z 89 . Iz tega sledi, da lahko
enostavno uporabimo nase osnovne enacbe iz knjige (Moritz, 1980, str. 386-387):

K(y)do (20)

{n} amy® ) IF {Z?:S} 4,Wo [fon {‘:jg}ds e

kjer je v° globalna srednja vrednost, na primer 980 gal. Popravke lahko izradunamo

rekurzivno:
n
In=-22"L(9nr) (22)
r=1
kjer je
9o =069 (23)
in
z=h-h, (24)

Za operatorje L; imamo tudi rekurzivne formule:

Lo(F) = LifLy +(F)] 25)

2 J—
L,(f) = ’;—n I} f lsfP do (26)

0

Te formule so vse, kar potrebujemo za aproksimacije poljubno visokega reda. Vsi
operatorji, ki so tam, so sistemati¢no reducirani na ponovljeno uporabo integrala (26).
Konéno konkretiziramo to metodo zan =1, 2, 3:

g1 =-zL,(39) ,
9, =-2zL4(g1) - Z°L,(39) 27)
95 =-zL4(9,) - 22L2(91) - 23L3(59)

¢e se omejimonan =1, sledi'

‘= 059

oh

[59 (h—=hy) }K() (28)

ker je
00 09
01 = (h=ha)Li(39) = ~(h~hy) =7 9 =—(h-hy) 29

h (29)



Operator L, lahko interpretiramo kot vetikalni odvod (Heiskanen in Moritz 1967, pog.8-8,
in 8-9).

Za numeri¢no izracunavanje primerjaj (Kraiger et al.1987).

Iz £ dobimo geoidno visino N :

N=¢+298p (30)

(Heiskanen in Moritz 1967, str. 8-13). y° pomeni globalno srednjo vrednost (980 ali 981
Gal), Agg je Bouguerjeva teznostna anomalija.

Kot smo ze videli, N poterbujemo za spreminjanje GPS visine # v nadmorsko visino H,
H=h+N.

Podobne izraze dobimo za komponente odklona navpicnice & in . Z N, & in n lahko
spreminjamo geometri¢ne koordinate 4, ¢, A v fizi¢ne koordinate H, A, @ in obratno.
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