M. Kuhar: Trigonometrija, sept. 2020

1 Trigonometrija

Trigonometrija je del geometrije, ki se ukvarja z reSevanjem geometrijskih
problemov v ravnini, na krogli ali v prostoru po rac¢unski poti, na podlagi zvez, ki
obstajajo med sestavinami geometrijskih likov in slik. Za razliko od planimetrije in
stereometrije, ki enake probleme resujeta po konstrukeijski poti. Beseda
trigonometrija izhaja iz grski besedi tpiryovov (trigonon —trikotnik) in petpeiv (metrein
— meriti, oz. metron —mera. V oZjem pomenu predstavlja trigonometrija raéunanje
trikotnikov in njegovih neznanih sestavin.

Trigonometrijo lahko razdelimo na:

e goniometrijo,
e trigonometrijo v ravnini oz. ravninsko tr.,
e trigonometrijo na krogli oz. sferno tr.

1. Goniometrija izhaja iz grski besedi (gonia — kot) in (metron — mera), in se torej bavi
z ra¢unanjem kotov. V SirSem pomenu proucuje goniometrija goniometri¢ne in
trigonometriéne funkcije ter zveze med njimi.

2. Ravninska trigonometrija se bavi z odnosi med elementi v geometrijskih likih v
ravnini, predvsem trikotnikih. Probleme vezane za ¢etverokotnik preucuje
tetragonometrija, mnogokotnike pa poligonometrija.

3. Sferna trigonometrija se bavi z odnosi med elementi v sfernem trikotniku.

Trigonometrija je del t.i. uporabne matematike in se obSirno uporablja v:
e geodeziji,
e astronomiji,
e matematiéni geografiji,
e navigaciji,
e navtiki itd.

Trigonometrija je zgodovinsko nastala iz geodezije in astronomije; iz prakti¢nih
potreb se je s casom se razvila kot matemati¢na osnova za reSevanje astronomskih in
zemljemerskih problemov.

1.1 Kratek zgodovinski prikaz razvoja trigonometrije

Ni nam znano, kdaj so se prvi¢ pojavili pojmi ali raéunske metode, ki jih danes
lahko oznaéimo kot trigonometriéne. Predpostavimo lahko samo, da zaéetki
trigonometrije segajo tja v ¢as Orientalne matematike, kulture starih Kitajcev,
Babiloncev, Egipcanov itd. Orientalna matematika je nastala kot prakti¢na znanost, ki
je omogocala ra¢unanje koledarja, upravljanje zetve, organizacijo javnih del in
pobiranje davkov. Nedvomno je, da je danasnja seksagezimalna razdelitev kroZnice
nastala v Babilonu in to v zvezi z reSevanjem astronomskih problemov. Babilonci so
vedeli: "polmer kateregakoli kroga se lahko natanéno Sestkrat vrise kot tetiva v krog".
Pri staroegipc¢anskih piramidah lahko zasledimo dokaze o poznavanju trigonometrije;
vsa gradnja je temeljila na podlagi zvez med koti, smermi, razmerij itd.
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Trigonometrija starih Grkov, kot utemeljiteljev matematike in geometrije v
danasnjem pomenu, je temeljila bolj na filozofskem pogledu na svet. Geometrija je pri
njih bila sredstev logike, ¢ista teoreti¢na znanost. Evklidove "Elemente" (I11. st. p.n.s.),
po Bibliji drugo najbolj razsirjeno in prevajano knjigo na svetu, lahko danes
ocenjujemo bolj z logi¢nega kot prakti¢no-matemati¢nega staliSéa. Sele prakti¢no
resevanje astronomskih problemov je nakazalo pravo pot k goniometri¢nim funkcijam
in trigonometri¢nim zvezam. Namrec izkazalo se je, da doloéenih matemati¢nih kolic¢in,
potrebnih v astronomiji, ni mozno neposredno izmeriti, paé pa izra¢unati posredno,
prek dolocenih zvez z neposredno izmerjenimi koli¢inami. Aristarh je III. stoletju p.n.s.
izracunal razdalji do Lune in Sonca in je pri tem uporabil goniometriéne funkecije.
Menelaj in Hiparh (II. st. p.n.S.) sta podala Sest oz. dvanajst knjig tetiv, izraéunanih s
pomocjo kotov. V Ptolemejevem (II. st. n.8.) "Velikem zborniku" oz. bolj znanem pod
arabskim imenom "Almagest" je podan pregled celotne grske astronomije in ra¢unanja
tetiv. Od Evklidovega ucenca Arhimeda (III. st. p.n.8.) nam je, za trigonometrijo
pomembno, ostalo t.i. Ludolfovo Stevilo PI.

Kod edini nadaljevalci dela starih Grkov so se v srednjem veku izkazali Arabci.
Ceprav niso imeli tak$nih imen kot Grki, so podpirali sploSni napredek znanosti. Na
podlagi starogrske in staroindijske matematike so trigonometrijo v veliki meri
nadgradili in uspeli zedinit ra¢un in konstrukeijo geometrije. V XI. st. so v Evropo,
preko Spanije prinesli znake za Stevila, ki jih danes uporabljamo. Sama beseda algebra
izhaja iz arabséine. Od sanskrtske besede djiva (tetiva) je nastal sprva arabski djaib
(prevoj), ki ga je Plato do Tivolija prevedel v latins¢ino kot stnus. Na zahodu je sinus
dolgo imenovan sinus primus kosinus pa sinus secundus. Sele leta 1623 je Giinther
uvedel danasnji cosinus, ki pa izhaja iz sanskrtske besede kotidjiva (dopolnilni sinus).
Al Battani je prvi uvedel zvezi cotangens, Abul Wefa pa zvezo tangensa, seveda Se v
zelo obsirni in dokaj nerazumljivi obliki. Persijecu Nassirju Eddinu Tusi (XIII. st) gre
zasluga, da je postala podoba trigonometri¢nih obrazcev, ve¢ ali manj, podobna
danasnjim. Njemu pripisujejo tudi iznajdbo sinusovega stavka.

Prek Arapcev je prisla trigonometrija v Evropo. Pomembni so prevodi klasi¢nih
matemati¢nih rokopisov Regiomontana (XV. stoletje). Preporod znanosti v Evropi v
¢asu renesanse, zlasti iznajdba logaritmov v XVII. stoletju (Napier in Byrgi) je dala
razvoju goniometrije in trigonometrije novi zagon. K temu je prispevala tudi prva
prakti¢no izvedena triangulacija, XVII. st. Nizozemec Willebrord Snell. V XVIIL. st. je
Leonhard Euler opravil obsezno reformo trigonometrije in goniometrije ter podal bolj
skladno obliko obrazcev, ki se je z manjSimi spremembami ohranila do danes.
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2 Pojem kota

Smer, kateri je dolo¢ena smer gibanja imenujemo orientirana smer. Smer gibanja
lahko oznaéimo z puséico ali dvema to¢kama. Vzemimo sedaj dve orientirane smeri, z
izhodiSéem v tocki A. Orientirane smeri sta ponazorjeni s poltrakoma AC in AB (slika
1).

C

A O‘N

slika 2.1: kot

Kot je razlika dveh smeri in se meri z velikostjo vrtenja enega poltraka do preklopa z
drugim poltrakom. Na ta na¢in dobimo lahko dva kota a in o, ki sta v smislu definicije
kota enaka. Na primer, ée je podana ena smer AB in kot o, s tem Se ni doloéen polozaj
druge smeri. Da bi odpravili to dvoumnost moramo podati smer vrtenja enega poltraka,
da bi tega dovedli do preklopa z drugim poltrakom. To je stvar dogovora. Tako je v
matematiki sprejeta levosuéna smer (v nasprotnem smislu vrtenja urinega kazalca), v
geodeziji pa je dogovorno izbran desnosucno vrtenje (v smislu vrtenja urinega kazalca).
Vedno je dogovorna smer vrtenja pozitivna, obratna pa negativna.

V geodeziji je torej kot a pozitiven, kot o; pa negativen in velja:
a+ o; =0.

2.1 Merjenje kotov

Obstajata dve razli¢ni meri kotov:
1. kotna mera,
2. loéna mera.

2.2 Kotna mera

Mera velikosti kota je vrtenje smeri; samo vrtenje pa merimo z razdelitvijo
kroznice na dolo¢eno stevilo delov. Obstajata dva nacina (sistema) razdelitve kroZnice:
e seksagezimalni sistem
e centezimalni sistem
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2.2.1 Seksagezimalni sistem

Osnovna enota sistema ustreza razdelitvi kroznice na 360 delov. Enota je
stopinja, ki je razdaljen na 60 minut, ta pa Se na 60 sekund. Oznacujemo jih:

1'= 60
U= 60
1° = 3600”

V tem sistemu piSemo kote kot troimensko stevilo: 217° 28’ 50”.

Ta sistem je najstarejsi in je bil znan Ze starim Babiloncem (menili so da leto ima
360 dni). Imena minute in sekunde izhajajo iz latinskih besed:
e '"partes minutae primae" (manjsi deli prvega reda)
e '"partes minutae secundae" (manjsi deli drugega reda).

Obstaja enostavna povezava s ¢asovnim enotam:

24"= 360°
1" = 15°
1" =15
I = 15"

Slaba stran sistema je pretvorba stopinj, minut in sekund v decimalne dele
stopinj.

Sekunde oz. minute se spremenijo v decimalne dele minut oz. stopinj tako, da jih
delimo s 60. Spreminjati za¢nemo pri sekundah:

54°39 277 —> 277:60 = 0,45
39,45 : 60 = 0,6575° —> 54°,6575

2.2.2 Centezimalni sistem

Osnovna enota sistema ustreza razdelitvi kroznice na 400 delov in se imenuje
grad. Manjse enote so dekadne. Grad vsebuje 100 centezimalnih minut (centigradov),
le-ta pa 100 centezimalnih sekund (centicentigradov). Oznac¢ujemo jih:

12 = 100°
1¢ =100
18 = 100000
V tem sistemu piSemo kote kot decimalno Stevilo:

217,8937¢ = 2178 89° 37«.

V praksi se vse bolj sre¢ujemo z imenom gon namesto grada. Manjsa enota je
maligon (tiso€i del gona), oznaka mg.

1g = 1000mg

Centezimalni sistem se je prvi¢ pojavil v pisani obliki v XV stoletju vendar sta
prava zaéetnika sistema Francoza Gelibrand in Lagrange (1783). V uporabi je od konca
francoske revolucije 1789. V Neméiji vpeljali sistem v geodezijo Ze leta 1937.

Pogostokrat se seksagezimalni sistem imenuje stari, centezimalni pa novi
sistem. Tako obstaja tudi pri klasiénih geodetskih instrumentih razdelitev krogov na
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eden oz. drugi sistem. Z novimi elektronskimi instrumenti tezave okoli sistema

odpadejo.
Pretvorba iz enega v drugi sistem se opravi preko razmerja:
90° = 1008
kar nam da:
9 10
o___ (8 g —__ Qo
S 10 C C 5 S
1°=219 =1,111117 17 29—0,90
9 10
1’ = 1485185 18 = 54’ = 3240”
1”7 = 3,0864 1°=324"
1¢ = 0,324”
?=0,3086mg
1mg=3,24”
Zgled za pretvorbo:

15° 32’ 277 = 15,5408333
15,5408333 x 10/9 = 17,2676 (17° 26° 76*)
17,2676  x 9/10 = 15,54084 =15° 32’ 27”

2.2.3 Loc¢na mera

Imenuje se tudi analiti¢na mera. Izhajamo iz dejstva, da se sredisSéni koti na isti
kroznici izrazajo z njim pripadajoc¢imi loki (slika 2.2). Razmerje dveh kotov ni odvisno
od enote s katero merimo kote. Naj neki kot vsebuje a enot kotne mere, in pravi kot
(90°) vsebuje R istih enot. Velja da je razmerje med kotom o in polnem kotu 4R, enako
kakor razmerje med pripadajo¢em lokom [/ in obodom kroga 2rn.

slika 2.2: lok kot mera kota

o:4R =1:2rn
o 4RI_2RI_2RI

27r I T T

2R/r je konstanta in je torej vsak kot, ne glede na enoto s katero merimo, odvisen samo
od razmerja l/r. To razmerje je neimenovano Stevilo in je odvisno samo od od kota a.
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Nas zanima kot, za katerega je razmerje //r enako 1.
l/r=1

Ta kot se se imenuje radian in je enak p=2R/rn. Radian je srediscni kot, ki na katerikoli
kroznici ustreza loku enakemu polmeru te kroznice (slika 3).

slika 2.3: radian

Radian se lahko izrazi izrazi v stopinjah, minutah in sekundah za vsako kotno mero. To
nam ponazarja tabela 1. Tabela 1 nam omogoca tudi prehod iz lo¢nih mer v kotne mere
in obratno.

o =2—Roc (rad)
T
o g
o =130 o (rad) of =22 o (rad)
T T
T
o(rad) = —
(rad) =R @
T
o(rad) = ° a (rad) = ¢
(rad) 180° * (rad) 200¢ *
Splosno velja:
o(rad)= a(rad) = a—o = i’ =—
p p

o’ = a(rad)p’....

Enota Seksagezimalna razdelba Centezimalna razdelba
180° 200#
®in ® . p°=57°,29578 T pf=63%,6620
180°.60 200%.100
"in ¢ . p’'=3437,75 T p“=6366°20
180°.3600 200%.100000

“jp R p“=206264,8" | — - | p“=636620

Tabela 2.1: prehod iz lo¢ne v kotno mero in radiane
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2.24 Dolzina loka

Na krogu s polmerom 7, srediséni kot o radianov ustreza loku dolzine (:

l=rxa oc(rad)=£
r
dolzina loka = radij x sredis¢ni kot
Povdarimo, da sta [ in r lahko izrazena v poljubnih merskih dolzinskih enotah; ni
pomembno katerih, vendar morata biti v enakih.
a:360°=( : 2rn

2.3 DolZzinske merske enote

Osnovna enota za dolzino v SI sistemu merskih enot je meter. Manjse enoto so
decimeter (dm), centimeter (cm), milimeter (mm), mikron (). Veéje enote so
hektometer (hm), kilometer (km).

Dolzinske merske enote: Povrsinske mere:

1 meter = ve¢ razliénih definicij: 1m?

1/10000000 dolzZine meridiana, ki gre skozi Pariz, la=100m?

1650763.73 valovnih dolZzin EMV sevanja Kriptona 86 1 ha =100 a = 10000 m*
pri prehodu med razliénimi stanji 1 km? =1000000 m*

pot svetlobe v vakuumu v 1/299792438 sekunde

1km, 1dm, 1 em, 1 mm, 1pm, 1 nm

Stare dolzinske mere:

1 sezenj =1.896484 m

1 Cevelj = 1/ 6 seznja = 0.316081 m

1 palec = 1/12 ¢evlja = 0.026340 m

1 ¢érta = 1/12 palea = 0.002195 m

1 postna milja = 4000 seznjev = 7.585936 km

angloameriSke merske enote za dolZino: in® = 6,4516 10™ m* (to¢no)

1 yard lyd = 0,9144m ft* = 9,2903 10 m* (to¢no)
¢evelj (foot) 1' =0,3048m yd? = 0,836127 m*

palec, col (inch) 1" = 2,54cm jutro (acre) 1ac = 4 046,86 m*
milja (US) 1mi = 1 609,344m (1Im=1760yd) | mi* = 2,589 988 m*

UK morska milja 1 n.mi. (UK) =1 853, 18 m
medn. morska milja 1 n.mi. = 1852,0 m

Tabela 2.2: SI in angloameriske dolZinske enote
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3. Goniometric¢ne funkcije

Goniometriéne funkcije kota a opredelimo lahko s pomo¢jo trigonometriénega
kroga (polmer kroga, R=1), ali pa s pomocjo pravokotnega trikotnika (za ostre kote).
Kot oo merimo od nepremic¢nega polmera OA do premic¢nega polmera OC nasprotno
vrtenju urinega kazalea (slika 4).

E F B
D
II| 1 C c
a
(0} A o
o B /A b C
III | IV

slika 3.1 definicija goniometriénih funkeij

V pravokotnem trikotniku obstajajo trije elementi: hipotenuza in dve kateti.
Med njimi lahko postavimo Sest sorazmerij, od teh so tri neposredne in tri posredne.
Neposredne so sinus, kosinus in tangens, posredne pa kotangens, sekans in kosekans.

sino=BC _4 cosa=0B= é tana=AD= a coto=EF= 2
c c b a
¢ ¢
sca=0D== csca=0F=—
b a

Funkecijam pripisujemo doloéen predznak odvisno od tega, v katerem kvadrantu
trigonometriénega kroga lezi premiéni polmer OC. Razpredelnica nam poda predznak
vseh goniometri¢nih funkcij.

kvadrant velikost kota sin oS tan ctg
I 0d 0° do 90° + + + +
11 od 90° do 180° + - - -
III od 180° do 270° - - + +
IV od 270° do 360° - + - _

Preglednica 3.1: predznak goniom. funkeij glede na kvadrant kota

Meja spreminjanja:
sinus in kosinus: od -1 do +1;
tangens in kotangens: od — oo do + .

Definicija goniometri¢nih funkeij se nanasa na katerikoli kot, ne samo na ostre kot je
predstavljeno na sliki. Ce je kot negativen prevedemo funkeijo na funkeijo pozitivnega
kota po obrazcih:
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sin(—a) = —sina
cos(—a) = cosa
tg(-a) = —tga

ctg(-a) = —ctga

Ce se kot nahaja 90°<p<360°, prevedemo goniometri¢no funkeijo na funkeijo
ostrega kota po obrazcih za prevedbo, glej preglednico 4.2.

Preglednica 3.2: prevedba goniometri¢ne funkeije poljubnega kota
na funkecijo ostrega kota

funkcija B=90+a B=180xa B=270xa B=360-a
sinf +cosa Tsina —CoSO —sina
cosP TFsina —COSOL +sina +cosa
tgp Fetga *+tga Fetga —tga
ctgP Ftga *ctga Ftga —ctga

3.1 Osnovni goniometriéni obrazci

3.1.1 Funkcije enega kota

Osnovne odnose med funkcijami dobimo lahko s pomoéjo Pitagorinega teorema,
tako da preuredimo razmerja med strancami pravokotnega trikotnika.
a’+ b® = ¢ (a/c)* + (b/e)* = 1
1 + (b/a)* = (c/ay’ (@/h)* + 1 = (¢/b)?

Od tod sledijo iskane zveze:

sina cos o
tano = coto =— tana =
cosa sin o cota
cscoL = — seco
sino cosa
. 1 1
sino + cos’a =1 1 + tana=——— 1 + cot’a=——
cos” o sin” o
tan o 1

sina=+1-cos’a = =
Vi+tan?o  1+cot’a
cosot= VI sinta = ——] coto

J1+tan®a - JV1+cot?a

Vl-cos®a 1

sina
tan o = = =
V1—sin? o cos o cot o
V1-sin® a cos o 1
coto=—"—"— = =
sin o Jl-cos?q  tana



3.1.2
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Funkcije vsote in razlike kotov

sin (o + B) = sinacosp + cosasinf
cos (o £ ) = cosacosp F sinasinf

tan o * tan 3

tan(o = B) =
(0£p) l1Ftanatanf
cot(oL+ B) = cotacotf ¥l
cota £ cotp
3.1.3 Funkcije polovi¢cnega kota
sinzﬁzl(l—cosoc) tan % = /l—cosoczl—.cosoc: sin o
2 2 1+cosa sin a 1+cosa
cos22:1(1+cosa) cot & = [1+cosa :1+.cosoc: sin o
2 2 1-cosa sin o 1-cosa
3.14  Vsota in razlika funkcij
sinowsinﬁ:2sinotgl3cos0t;[3 sinoc—sinﬁ:2cosoc+Bsinoc;B
cosochcosB:2(zos(HBcosOL;B cosoc—sinB:—2sinOL+BsinOL;B
in(o + in(o +
tanaitanB:M cotaicotB:iM
cosocosf sin asin 3

3.1.5

3.1.6

Funkcije dvojnega kota

sin 200 = 2sin a cos o

cos2a =cos®o—sina=1-2sin*a=2cos®* a—1

Produkt funkcij
sinasinf = %[cos(a—ﬁ) _ cos(a+P)]
cosocosP = %[cos(oc—[?)) + cos(a+f)]

sinacosp = %[sin(a—ﬁ) + sin(a+p)]

10
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3.1.7  Potence funkeij
. 9 1 . 3 1 .. .
sin OL=§(1—ZCOSZOL) sin oc:Z(Ssmoc—sm3oc)

cos® a :%(1+cos 201) cos® a :i(cos 30+ 3cosa)

3.2 Razvoj goniometri¢nih funkeij v MacLaurinovo vrsto

Funkecijo y=f(x), ki je zvezna in ima odvode za x=a, lahko v mnogih primerih
izrazimo v obliki vsote potenéne vrste, dobljene po Taylorjevem obrazcu:

2 n
F@) = f@)+ =% )+ &= “) Fr@ ..+ &= “) (@)

za =0 dobimo poseben prlmer te Vrste, t.i. MacLaurlnovo vrsto.

fle)= f(0)+ f(0)+ f"(0)+

n

3 5

X )
sihg=0—-——+——... sinx ~ x
3! 5!
2 9(/'4
cosx=1—-—+——... cosxt~1
21 4!

5

1 5 2
tanx=x+—2"+—x" +... tanx ~ x
3 15

ot xt 2x8
cotp=—|1-"--"_ =2 _ |
X 3 45 945

Op: Kot « je vedno podan v lo¢ni meri! Ce je kot podan v kotni meri, ga
pretvorimo v loéno mero:

n

a[rad]: oc_"
p

11



M. Kuhar: Trigonometrija, sept. 2020

4 Trigonometrija v ravnini

4.1 Pravokotni trikotnik

a,b  Kkateti

c hipotenuza yf
oL .

Osnovne zveze v pravokotnem trikotniku:
a =csina =ccosf

b=csinP =ccosa
a=btana =bcot

Resevanje pravokotnega trikotnika:

5
Pravokotni trikotnik je doloéen z dvema elementoma. Obstaja [J =10moznih

kombinacij, vendar vse niso medsebojno neodvisne. En ostri kot doloca tudi drugega,
tako da obstajajo 4 neodvisne naloge:

3. danic a hipotenuza in kateta (c,b)

4. dania,b kateti

5. danic, a hipotenuza in en kot (c,f3)

6. dania, o kateta in kot (a, B), (b, o), (b, B)

Potrebno je preveriti ¢e dani elementi omogoéajo enoli¢no resitev. Mora biti izpolnjeno:
a+PB=90°,tera <c,b<cinc®=a®+ b

4.2 Posevni trikotnik

R — polmer oc¢rtanega kroga
7 — polmer vértanega kroga

1
=—(a+b+
S 2(& 0

o+ P +y=180°

12
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4.3 Izreki za posevni trikotnik
4.3.1 Sinusni izrek

—_— .b = =2R
sino.  sinf3 siny

4.3.2 Kosinusni izrek
a® =b*+c* —2bceosa
b* =a® +c* — 2accosp

¢®=a* +b°-2abcosy
4.3.3 Tangensni izrek

Iz sinusnega izreka velja:

@ _ 51.n & To lahko napiSemo v obliki:
b sinp
. o+p  a-B
a+b sino+sinf Zsin 2 cos 2 - " y .
=— — = iz esar sledijo enacbe tangensnega izreka:
a—b sinoa-sinp o, OF+B . =P
2 2
o+p B+y Yy+ao
a+b_tan b+c_tan7 c+a_tan 2
a=b 0B b—c B c—a oV
2 2 2
434  Mollweidove enacbe
Iz sinusnega izreka velja:
{ a _sin oc}
¢ sin
. ’Y @
b _sinf
¢ siny
. a+p  a-P S |
a+b_sinoc+sin[3_2$m g Py 2 % 2
¢ Sil’l’\{ 2sin%cos% Sina+B :cosl
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y a—B
(1/+b ~ COSECOS

¢ sin ¥ cos ©
2 2
oa—f P—v
a+b_COS b+c_COST
¢ sin a sin &
2
Vrnimo se zopet na sinusni izrek:
a sina
¢ siny
. ©
b _sinf
¢ siny
Z enakim postopkom kot zgoraj dobimo:
. a—P . By
a_b:sm 2 b—c_smT
¢ cos © a cos &
2 2

4.3.5 Izrek o polovicnem kotu

tan ; = W upoStevajo¢ enaébo za polmer vértanega kroga (glej spodaj)
\/ s(s—a

se izrek o polovi¢nih kotih lahko napiSe v obliki:

tang: r tanﬁ— r tanyz
2 (s—a) 2 (s-b) 2 (s-o0

4.3.6 Heronov obrazec

P=s(s—a)s-b)s-c)
4.3.7 Plosc¢ina trikotnika

P=1labsiny=1bcsina=1lacsinf
P= Z—% P=sr
4.3.8

Polmer o¢rtanega kroga

oR — a b c

sino.  sinf siny

14
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4.3.9 Polmer vértanega kroga

qﬂ_f_\/(s—a)(s—b)(s—c)
-—- S

4.4 Resevanje splosnega trikotnika

Trikotnik je mozno resiti, ée so podani 3 elementi. Skupaj obstaja 4 tipa nalog, glede na
to kateri elementi so podani.

1. tip naloge

dano: a, b, c (vse tri stranice)
neznano: a, B,y
Za izrac¢un neznanih kotov je najboljSe uporabiti izrek o poloviénih kotih:
tant =" tanE: ! tant ="
2 (s—a) 2 (s=b) 2 (s-c¢)
2. tip naloge
dano: b, c, o (dve stranici in vmesni kot)
neznano: B, v, a

Neznana kota lahko izracunamo s pomocjo tangensnega izreka, katerega napiSemo v
malo spremenjeni obliki:

b+c tan7 B+y_900_g b+c COtE
b—c By 2 2 b—c BV
2 2
tanP =Y _DHC G & S s B+Y _gpo_
-c 2 2 2 2
B:B—Y+B+Y
2 2
y:B—v_B+v
2 2
stranico a laho izra¢unamo iz sinusnega izreka:
bsina
a=—
sinf3
3. tip naloge
dano: a, b, o (dve stranici in kot nasproti ene izmed njih)

neznano: B,v,c

7 danimi elementi lahko izra¢unamo edino kot B prek sinusnega izreka:
bsina

sinf =
a

Pri tem lahko nastopijo trije primeri:

15
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sinf > 1, ne obstaja realna vrednost za . Ni resitve, trikotnik s takSnimi elementi ne
obstaja.
sinff =1, = B =90° Trikotnik je pravokoten.
sinf < 1,
obstajata dve resitvi za kot B: B;in B, = 180° — ;.
a) a>b  potem mora biti tudi o > 3
iz sinusnega izreka sledi:

S{ng - % >1 =  sina>sinp = Kot a je blizje 90° kakor kot p.
sin

Ne glede na to, ali je dani kot o v I. ali II. kvadrantu, je resitev vedno samo ena § =
B;. Nasproti danemu kotu lezi vecja stranica.

b) a<b  potem mora biti tudi o < 3
iz sinusnega izreka sledi:

S{nc[;c = % <1 = sina < sinf3 = Kot B je blizje 90° kakor kot a.
sin

1. dani kot a je v I. kvadrantu in obe resitvi B = B, in B = B, zadoS¢ajo pogoju
a < .
2. dani kot a je v II. kvadrantu in nobena resitev § = B, in B = 32 ne zadoSc¢a

pogoju a < B. Niresitve za trikotnik z danimi elementi.

4. tip naloge

dano: a, o, B (stranica in prilezna kota)
neznano: Y, b, ¢
Pogoj resljivosti: a + p < 180°
Kot y dobimo iz lastnosti trikotnika: y = 180° - (o + )
Obe neznani stranici lahko izra¢unamo iz sinusnega izreka:
b:a§in6:> b Cza'siny
sin o sin o

16
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5 Uporaba v geodeziji

5.1 Izracéun dolzine med dvema nedostopnima tockama

merjeno: a, o, B,y
neznano: b, c

sinusni izrek:
a b c

sino.  sinf  siny

merjeno: o, b, ¢

neznano: @

Kosinusni izrek; tangensni izrek +
sinusni izrek:

a b C

sina  sinf} siny

5.2 Redukcija posevno merjenih razdalj na horizont

B

17
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A merjena razdalja

d. reducirana razdalja
Ah visinska razlika

r redukcija

ABD enakokraki trikotnik

resitev s pomocjo Pitagorovega izreka:
d? =d? + Ah*
d. =\d’ — AR
Tako dobimo vrednost reducirane dolzine neposredno (pri tem moramo poznati

visinsko razliko med to¢kama A in B.

Ce Zelimo izrac¢unati vrednost redukcije lahko raéunamo na ve¢ nac¢inov, tim pa so
odvisni od koliéin, ki so nam na voljo.

trikotnik ABCD je pravokoten:

tangzi = 1”:Ahtang
2 Ah 2
kot a lahko izra¢unamo iz trikotnika AABC:
] A
sino=—
d.=d,—r

¢e smo izmerili viSinski (vertikalni kot o) izra¢unamo reducirano razdaljo:

d
coso=—" = d,=d, cosa
m

r=d,—-d. =d, —d, cosa

r=d,(1-cosa)

5.3 Trigonometri¢no viSinomerstvo

1. primer:
merjeno: o, Y, S
(naklonski kot )
neznano: h
A S B
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h =xsina e=pB+(180°-y)
sine
r=8— c=y—-a
sinc
_Ssinssinoc
sinc

2. primer:

merjeno: S, €, 7,0
neznano: h
AF =2 h=ztane
sind siné siné

=8— S—;
sinc  sin[180°—(y+8)]  sin(y+9)
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6 Trigonometrija na krogli
Sferna trigonometrija se ukvarja z liki na krogli, zlasti z odnosi med elementi v

sfernem trikotniku, tj. trikotniku na povrsju krogle. Ime sferna izhaja iz grske besede
"sfaira" (cdarpa) — krogla.

6.1 Geometrija na krogli

Krogla je geometrijsko mesto tock, ki so od stalne tocke (sredisée krogle)
oddaljene za stalno razdaljo — polmer krogle (radij).

sl. 1.
slika 6.1 : glavne to¢ki in krogi na krogli

Kroglo dobimo ée krog zavrtimo okoli enega premera. Geometrija na krogli ne
evklidska, na primer na krogli ni vzporednosti in podobnosti, vsota kotov v trikotniku ni
180°, hipotenuza v sfernem trikotniku je lahko krajsa od katete itd. Geometrija na
krogli je ena od moZnih Riemannovih geometrij (B. Riemann, nemski matematik, 1826-
1866).

Ce prebode premica kroglo je del premice v krogli (tetiva KL). Ce poteka del
premice skozi srediSée krogle, imenujemo tako daljico premer krogle (diameter).
Dolzina je enaka 2 (na sliki EF'). Za premer krogle je znacilno, da sta si tocki premera
diametralno nasprotni oz. polarni.

Skozi dve tocki na povrsju krogle je mozno poloziti poljubno mnogo ravnin.

Presek ravnine z kroglo je vedno krog. Ce to¢ki ne lezita na istem premeru
krogle, ée nista "protitocki", obstoja natan¢no ena ravnina, ki tece skozi tocki in skozi
srediste krogle. Ce poteka ravnina skozi srediiée krogle je presek t.i. veliki krog, v
nasprotnem primeru je mali krog. Veliki krog na dani krogli ima najveéji radij in
najmanjso ukrivljenost.

Krogla je simetri¢no telo in sicer:
e centralno simetriéno glede na srediSce krogle,

e osno simetri¢no glede na katerikoli premer,

e centralno simetri¢no gledena katerikoli centralno ravnino.
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6.1.1 Sfernarazdalja

Sferna razdalja dveh to¢k na povrsju krogle je krajsi lok velikega kroga skozi ti
dve tocki (na sliki lok GB). Ta lok predstavlja najkraj$o povezavo med dvema tockama
na povrsju krogle. Sferno razdaljo (/) izrazamo v dolzinskih enotah ¢e nam je polmer
krogle znan, v nasprotnem primeru pa s srediSénim kotom, ki ustreza loku velikega
kroga. Tako se izognemu uvedbi polmera v izracunu - zato zakljucki veljajo za kroglo s
poljubnim polmerom. Zveza med lokom in srediS¢nim kotom.

a:360°=(: 2rxn
1o = B | stopinjah
p
['= R_(’x v minutah
p
"= —? v sekundah
p

6.1.2 Polin polara

Os poljubnega velikega ali malega kroga je tisti premer krogle, ki je pravokoten

slika 6.2: pol in polara

Sferna razdalja obeh polov je vedno 180°. Sferna razdalja vsakega od obeh polov
velikega kroga od poljubne tocke na tem krogu je stalna in znasa 90°.

6.1.3  Sferni kot in sferni dvokotnik

Dva velika kroga na krogli se vedno sekata ali snipadata, saj vzporednosti ni!
Sfernt kot je kot med dvema krogoma in je definiran s kotom med tangentama na oba
kroga v tocki, kjer se sekata. Ni enoli¢no dolocen! Dogovorno se za sferni kot jemlje
vedno kot, ki je manjsi od 180°.
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slika 6.3: sferni dvokotnik

Sferni dvokotnik: je z dvema velikima polkrogoma omejen del povrsja krogle.
Oglis¢i dvokotnika sta protitocki. Stranici dvokotnika sta enaki in znasata 180°. Sferni
dvokotnik je enakostrani¢en in enakokoten lik.

Plos¢ina sfernega dvokotnika:

o’ _ 1R? o

360° 90°

o

P =4nR*

6.2 Sferni trikotnik

Tri to¢ke na povrsju krogle (e ne lezijo na istem velikem krogu) dolocajo tri
velike kroge, ki se sekajo in tvorijo 8 sfernih trikotnikov.
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slika 6.4: sferni trikotnik

Vsak sferni trikotnik ima 3 stranice in 3 kote. Stranica sfernega trikotnika ni lok
velikega kroga, temve¢ ustrezni srediSéni kot.

6.2.1 Eulerjev sferni trikotnik

ZareSevanje pride v poStev samo t.i. Eulerjev sferni trikotnik — trikotnik z koti
in stranicami manjsim od 180°.

e

slika 6.5: Ne-Eulerjev in Eulerjev sferni trikotnik
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Eulerjev sferni trikotnik je lik na krogli z najkrajSimi spojnicami (loki) treh tock
na povrsju krogle.
Danemu sfernemu trikotniku so:
e snirSni trikotniki (imajo skupno eno oglisée)

e sotrikotniki (imajo skupno eno stranico in dve ogliS¢i).
e protitrikotniki (trikotnik z ogliS¢i, ki so protitoc¢ke oglis¢ danega sfernega

trikotnika. Ploséini dveh prtotitrikotnikov sta enaki.

6.2.2 Polarni sferni trikotnik

Danemu sfernemu trikotniku ustreza t.i. polarni sferni trikotnik. To je trikotnik
z oglis¢i, ki so poli velikih krogov na katerih leZijo stranice danega trikotnika.

slika 6.6: polarni sferni trikotnik

Polarni sferni trikotnik je tudi Eulerjev sferni trikotnik. Ce so elementi danega

sfernega trikotnika: a, b, c, o, B, v, in elementi polarnega sfernega trikotnika: a', b, ¢,
o, B', v, potem med njimi veljajo naslednje zveze:

@ + o = 180° o+ o = 180°
b+ B = 180° b+ p = 180°
¢ +y = 180° ¢+ v = 180°

Kot danega sfernega trikotnika in stranica polarnega sfernega trikotnika (ter
obratno) sta suplementarna. Za trikotnika je polarnost vzajemna.

6.2.3 Lastnosti sfernega trikotnika

1. Splosno velja: ¢e je v sfernem tikotniku vsota dveh stranic veéja, enaka ali manjsa od
180°, je hkrati tudi vsota dveh nasproti lezecih kotov veéja, enaka ali manj$a od 180°.
b+c>180° PB+vy=>180°

b+c<180° B+y<180°
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2. Vsota dveh stranic je ve¢ja od tretje stranice, njihova razlika je pa je manjsa.
la-b|<c<|b+a|

|[b—c|<a<|b+c]|
lc—a|<b<|c+al

3. Velja enako kot pri ravninskem trikotniku: veéji stranici ustreza vecji kot in obratno.
a>b a>p

4. Za kote veljajo naslednje zveze:
o+ B <180°+y

B+y <180°+ o
v+ o <180°+ B

5. Vsota stranic sfernega trikotnika ima lastnost:
0°<a+0b+c<360°

d=360°-(a+0+c) sferni defekt

6. Vsota kotov sfernega trikotnika ima lastnost:
180° < o + B + v < 540°

e=(a+p+y-180° sferni eksces

Glede na kote delimo sferne trikotnike na :
e splosne,

e poSevnokote,

e pravokotne sferne trikotnike (y = 90°).

Glede na stranice lo¢imo:
e raznostraniéne,

e enakostranicéne,
e dvokrake,

e pravostraniéne (kvadrantne) sferne trikotnike.

6.3. Zveze med elementi sfernega trikotnika —
osnovni izreki sferne trigonometrije

6.3.1 Kosinusni izrek za stranice

cosa = cosbcosc+sinbsinccosa
cosb = cosacosc+sinasinccosf
cosc =cosacosb+sinasinbeosy
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Uporaba kosinusnega izreka za stranice:
e zareSevanje sploSnega sfernega trikotnika, ¢e sta podani dve stranici in vmesni

kot,
e zareSevanje sploSnega sfernega trikotnika, ¢e so podane vse tri stranice in iS¢emo

kote.

6.3.2 Kosinusni izrek za kote

cosa =—cosfcosy+sinfsinycosa
cosP3 =—cosycosa+sinysinacosb
cosy =—cosacosPB+sinasinfcosc

Uporaba kosinusnega izreka za kote:
e zareSevanje sploSnega sfernega trikotnika ée je podana stranica in prilezna kota,

e zareSevanje sploSnega sfernega trikotnika ée so podani vsi trije koti in iS¢emo

stranice.

6.3.3  Sinusni izrek

Vzemimo prvo enaébo iz kosinusniega izreka za stranice in jo izrazimo kot:

cosa —cosbeosc

coso = - -
sinbsinc

kvadriramo:

cos®a +cos?beos® c—2cosacosbeosc

cos®o = — =
sin® bsin® ¢

levo in desno stran odstejemo od 1:

) cos® a + cos®beos® ¢ — 2cosa cosbeosc
l1-cos"a=1-

sin?bsin® ¢

sinf oo sin® bsin® ¢ — cos® a — cos® beos® ¢+ 2cosbeos ccosa

sin?bsin®e¢
s 2 2 2 2
sin“b=1-cos“b sin“c=1-cos“¢

sin?o o d- cos® b)(1—cos” ¢) — cos® a — cos® beos® ¢ + 2cos a cosbeos ¢

sin?bsin® ¢

sin? oo 1-cos®b—cos” ¢+ cos® beos® ¢ — cos® a — cos® beos® ¢+ 2cos acos b eos ¢

sin”bsin® ¢
Stevec na desni strani mora biti popoln kvadrat dolocenega izraza:

1—cos®c—cos®b—cos®a+2cosacosbeosc= N>
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NZ
sin®bsin® ¢
sin®o N?

sinfa  sin®asin®bsin®c

Sil’lz o= / ZSiI’lz a

¢e ponovimo enak postopek za drugi dve ena¢bi kosinusnega izreka, dobimo:

sin®B N?
sin?b  sin®asin®bsin®c
sin®y N?

sinc  sin®asin®bsin®c

Vse tri enacbe imajo enako desno stran:

sino  sin*B  sin’y N?
s 2 T2 a2 T e 2 s 2 s 2
sin“a sin“b sin“c sin“asin®bsinc
V Eulerjevih sf. trikotnikih so elementi vedno manjsi od 180°; zato so sinusi
vedno pozitivni. Vstavimo pod koren in dobimo sinusni izrek:

sino. _sinf _ siny

sina sinb sinc
Stevilo
N
K=
cosocosPcosy

je konstantno za en sferni trikotnik in se imenuje "konstanta" sfernega trikotnika.

Sinusni izrek se uporablja le izjemoma ker ne daje enoli¢ne resitve. Vrednost
funkeije sinus je v obeh kvadrantih pozitivna, tako da dobimo dve resitvi za kot. Ce ga
le uporabljamo moramo resitev obvezno preveriti s pomoc¢jo lastnosti sfernega
trikotnika (3. lastnost).

6.3.4  Sinus-kosinusni izrek

Vzemimo prve dve enaébi kosinusnega izreka za stranice:

cosa = cosbceosc +sinbsinccos o
cosb =cosacosc+sinasinceosf

Vstavimo prvo enacbo (cosa) v drugo:

cosb = cosc(cosbcosc+sinbsin ceos o) + sinasin ccos 3
0Z.
2 . . . .
cosb =cos” ccosbh + coscsinbsin ccos a+sinasinceos
Namesto cos’c piSemo 1 — sin®c in dobimo:
cos® ccosb = cosb(1 —sin®¢) = cosb — cosbsin® ¢

celoten izraz se potem glasi:
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cosb = cosb —cosbsin® ¢ + cos csin bsin ¢ cos a. + sin a.sin ccos B

0 = —cosbsin® ¢ + coscsinbsin ccos o+ sin asin ccosp
delimo desno stran z sinc:
0 =—cosbsinc+ coscsinbcosa + sina cos 3
0z:
sinacosf = cosbsinc—sinbceosceosa

S cikliéno permutacijo elementov dobimo celo skupino obrazcev:

sina cosf = cosbsinc —sinbcosccos o
sina cosy = coscsinb —sinccosbcosa
sinbcosy = coscsina —sinceosa cosf
sinbcos o = cosasinc—sinacosccosf
sinceos o = cosasinb—sinacosbcosy
sinccosf = cosbsina —sinbcosa cosy

Obrazci veZejo pet elementov v sfernem trikotniku: tri stranice in dva kota. Uporablja
se za kontrolo izra¢uanih elementov trikotnika.

6.3.5 Polarni sinus-kosinusni izrek

S polarnostjo dobimo iz sinus-kosinusnega izreka t.i. polarni sinus-kosinusni
izrek. Ce v prejSnjih obrazcih vstavimo ustrezno elemente polarnega sfernega
trikotnika dobimo polarni sinus-kosinusni izrek.

sinacosb = cosPsiny +sinfcosycosa
sinocosc = cosysinf +sinycospcosa
sinfcosc = cosysina +sinycosocosb
sinfcosa = cosasiny +sina.cosycosb
sinycosa = cosasinf +sinacosPcosc
sinycosb = cosPBsina +sinfcosacosc

6.3.6 Kotangesni izrek

Sest elementov sfernega trikotnika lahko napiSemo v cikliénem zaporedju
aybacp.
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Kotangensni izrek veZe Stiri elemente v

trikotniku: dve stranici, kot, ki ga

oklepata in eni stranici nasproti lezeéi

kot; vsi elementi so v zaporedju, na b a
primer ayba, ali Bayb.

Na primer za kombinacijo Bayb so:
notranji kot y, notranja stranica a,
zunanji kot B, ter zunanja stranica b. c

Potem se kotangensni izrek glasi:

Kotangens zunanje stranice krat sinus notranje stranice je enak: produkt
kosinusa notranje stranice krat kosinus notranjega kota plus produkt kotangensa
zunanjega kota krat sinus notranjega kota.

cotasinb =cosbcosy+cotasiny
cotbsinc = cosccosa +cotfsina
cotcsinb = cosbcosa +cotysina
cota sinc = cosccosfP + cot a.sin B
cotbsina =cosacosy+cotPsiny
cotcsina =cosa cosP+cotysinf

S polarnostjo ne dobimo novih izrazov. Kotangensni izrek je sam sebi polaren.

6.3.7 Izreki o polovicah kotov ("s" izreki)

Osnovni obrazci, ki smo jih izvedli omogocajo reSitev splosnega sfernega
trikotnika, ¢e so podani trije njegovi elementi. U praksi se uporabljajo Se drugi
obrazci, ki so bili izpeljani v éasu ko se je rac¢unalo z logaritmié¢nimi tablicami, saj
osnovni obrazei za logaritmicen izra¢un niso primerni. Ti obrazci se uporabljajo Se
danes, saj so v nekaterih primerih celo hitrejsi od osnovnih obrazcev.

"S" izreki so obrazci, ki dajejo tangens poloviénega kota. Izvedemo jih iz
kosinusnega izreka za stranice od koder izrazimo izraz za kosinus kota. Tukaj podajamo
samo kon¢no obliko obrazeev:

tan a_ sm{s - b.) sin(s—c)
2 sinssin(s—a)
tanE= sm(.s—c.)sm(s—a) oo a+b+c
2 sin ssin(s —b) 2
tan ) — sm(-s - a.) sin(s —b)
2 sinssin(s —c¢)

Predznak korena je vedno pozitiven, ker so v Eulerjevih sf. trikotnikih stranice
vedno manjse od 180°. Prav tako so vrednosti goniometri¢nih funkeij pod korenom
vedno pozitivne glede na lastnost sfernega trikotnika (2. in 5. lastnost).
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Obrazce lahko napiSemo v malo spremenjeni obliki. Uvedimo okrajsavo:
o= \/sin(s —a)sin(s —b)sin(s —c¢)
sins

Potem se izreki o polovicah kotov glasijo:
o k B k Y k

an——=———- —_——— _—
2 sin(s—a) 2 sin(s—b) 2 sin(s—c¢)
Geometri¢no pomeni koli¢ina k tangens sfernega polmera 7 sfernemu trikotniku
vértanega kroga k = tan r.
"S" stavke uporabljamo za izra¢un neznanih kotov ¢e so podane vse tri stranice.
Dobimo enoli¢no resitev saj so poloviéni koti vedno v 1. kvadrantu.

6.3.8  Izreki o polovicah stranic ("¢" izreki)

Izreke o polovicah stranic izpeljemo iz kosinusnega izreka za kote, od koder
izrazimo kosinus stranice. "c" izreki so obrazci, ki dajejo tangens polovi¢ne stranice.

a —cosccos(c—a)
tan— =
2 cos(c—P)cos(c—vy)
tangz —cosccos(c—P) G:oc+B+y
2 cos(oc—a)ceos(o—vy) 2
tang _ —coscceos(o—vy)
2 cos(oc—a)cos(c—P)

Predznak korena je vedno pozitiven, saj so v Eulerjevem sf. trikotniku stranice
vedno manjse od 180°. Glede na lastnost sf. trikotnika 180°<a + B + y <5407, je
polovi¢éna vsota kotov (o) vedno v II. ali ITI. kvadrantu. Vrednost funkeije kosinus je
vedno negativna. Razlike (c—a), (6—f) in (o—y) so vedno v 1. ali IV- kvadrantu. Zato so
kosinusi teh razlik tudi vedno pozitivni.

Z uvedbo okrajsave:

3 —C0So
cos(oc —a)cos(c —PB)cos(c —y)
dobijo obrazci enostavnejSo obliko:

tan% = Kcos(c—a) tang = Kcos(c-) tan% = Kcos(c—y)

Geometri¢no pomeni koli¢ina K tangens sfernega polmera R sfernemu
trikotniku o¢rtanega kroga K = tanR.

"c" stavke uporabljamo za izracun stranic, ¢e so podani vsi trije koti. Dobimo
enoli¢no resitev saj so polovi¢ne stranice vedno v 1. kvadrantu.

30



M. Kuhar: Trigonometrija, sept. 2020

Delambrove (Mollweidove, Gaussove) enacbe

Te enacbe izvedemo s pomocjo adicijskih enacb ravninske trigonometrije in s

Skupaj imamo 12 Delambrovih enacb:

pomocjo stavkov o polovicah kotov. Izpeljali so jih neodvisno J. B. Delambre (1749-
1822), C.B. Mollweid (1774-1825) in C.F. Gauss (1777-1855).

sina—wcosgzcosa—_bcosl sina—_BsinE:sina—_bcosl 1.
2 2 2 2 2 2 2 2
sinOhLYcosgzcosOL_CcosE sinOL_Ysinézsincb_ccosE 11.
2 2 2 2 2 2
sinmcosgzcosﬁcosg sinB;YsingzsinEcosg 111.
2 2 2 2
cosa—wcosc —cosa b51 ¥ cosa_BSingzsina—bﬁ ¥ 1V.
2 2 2 2 2 2
cosOH_ycosg—cosa sin B cosa_ysinb—sma smB V.
2 2 2 2 2 2
cosmco a@ —coswsmg cosﬁisina —smwsmg VI.
2 2 2 2 2 2 2

Vsaka enacba vsebuje vseh 6 elementov sfernega trikotnika, kar pomeni, da z
njimi trikotnika, podanega s tremi elementi ni mogoce resiti. V praksi sluzijo
Delambrove enacbe za kontrolo izra¢unanih elementov, teoreti¢no pa za izpeljavo
Napierjevih in L'Huilierjeve enacbe.

6.3.10 Napierjeve enacbe (analogije)

V zgodovini se omenjajo kot Napierjeve analogije (sorazmerja). John Napier
(1550-1617), je bil Skotski matematik; najbolj znan je po iznajdbi logaritmov.

Napierjeve enacbe dobimo s kombinacijo Delambrovih enacb in to z deljenjem
ustrezne enacbe iz sistema I., II. in III z enacbo iz sistema IV., V.in VL.

CcoS—— sin
tanowrB aibcoty tana B— a—ZkbCOty
2 COST 2 2 sin 2 2
cos —— sin——
tana+y aic tE tanOC T a%—cc tB
2 COST 2 2 sinT 2
CoS—— sin——
t B+y: bECCOt_ tanB T b—%cCOt_
2 COST 2 2 SIHT 2
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a—P a—f
a-b "My c a+b 5 c
tan = P tan— tan = P tan—
2 sina— 2 2 cosa— 2

2 2

. o=y a-—-y

sin cos

tan®"Co 2 an? tan 2FC = 3 tan—
2 s1na Y 2 2 cosa Y 2

2
b_c sin—B_y “ b COSL_Y “
tan = B‘ZP tan— tan = Ber tan—
2 Siniy 2 2 Cosi’y 2

Uporaba:
e podani dve stranici in vimesni kot,

e podana dva kota in prilezna stranica,

e podani dve stranici in nasprotna kota (iS¢emo 3. stranico).

Funkcija tangens je zelo obc¢utljiva in vedno daje enoli¢no resitev.
Za zgornji sistem enacb velja, da ce je: a>b = a>p. V primeru, da je a<b ter
a<p enaébe dobijo obliko: b—a in B—a.

6.3.11 L'Huilierjeva enacba ("Lilie")

Simon Lhuilier (tudi S. L'Huilier) 1750-1840, Svicarski matematik. Njegova
enacba omogoca izra¢un sfernega ekscesa ¢, ¢e nam niso znani vsi trije koti sfernega
trikotnika.

e znane vse tri stranice:

€ S s—a
tan— = \/ tan—tan tan tan
4 2
e znani dve stranici in vmesni kot:

a, b .
c tan—tan—siny
tan— = 2 2

1+tangtangcosy
2 2

s cikliéno izmenjavo dobimo sSe dve enacbi z ostalimi elementi sfernega trikotnika.
e za pravokotni sferni trikotnik L'Huilierjeva enacéba se glasi (y= 90° a, b kateti):

tanE = tangtan é
2 2 2
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6.3.12 Ploséina sfernega trikotnika

Povrsina sfernega trikotnika je premosorazmerna velikosti sfernega ekscesa:

P=(a+p+y-180°) fg; = 81];;?
R SR SR
PP PP
Py, = 4nR?
Rn , 4R’ | Py

P = e = =
180° 180°.4 720°
6.3.13 Polmera vrértane in oértane kroznice

Vértani krog sfernega trikotnika je tisti mali krog na krogli, ki se dotika stranic
trikotnika. Pol P vértanega kroga ima od stranic a, b in ¢ enako sferno razdaljo =
sferni polmer 7 trikotniku vértanega kroga. U je preseciSce simetral kotov.

tan = \/sm(s - a)sm{s —b)sin(s—c) _ k
sins

\/— cos G cos(oc —a)cos(oc —P)cos(c —v)

B v

o
2cos—cos—cos§

tanr =

slika 6.7: vértan krog

O¢rtani krog sfernega trikotnika je tisti krog na krogli, ki poteka skozi ogljiséa
A, B, C. Pol O o¢rtanega kroga ima od ogljis¢ trikotnika enako sferno razdaljo = sferni
polmer R trikotniku oértanega kroga. O je preseciSée simetral stranic trikotnika.
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tan R \/ —COSO _
cos(o — a)cos(oc —P)cos(c —v)

cot B = Jsin ssin(s —a)sin(s — b)sin(s —c)

.a . b . c
2sin —sin—sin —
2 2 2

slika 6.8: ofrtan krog
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6.4 Resevanje splosnega sfernega trikotnika

Sferni trikotnik je mozno resiti, ée so podani trije elementi. Skupaj obstaja 6
tipov nalog:
dane so tri stranice,
dani so trije koti,
dani sta dve stranici in vmesni kot,
dana je ena stranica in oba prilezna kota,
dani sta dve stranici in eni stranici nasproti lezeci kot,
dana sta dva kota in enemu kotu nasproti leZeca stranica.

SOk o=

Naloge Lin II., III. in IV. ter V. in VI. so med seboj polarne.

6.4.1 1. tip naloge

dani: a, b, c

neznano: a, f3, y

pogoji za resljivost: 0°<a+b+c¢<360°, b+c>a, b+a>c, a+c>b
Resitev je moZna na dva nacina.

A.

Kosinusni izrek za stranice, izrazimo neznani kot:

cosa = cosbeosc+sinbsinccosa
_cosa—cosbceosc

coso = T
sinbsinc
B.
tangz# tanE:.L taan‘L
2 sin(s—a) 2 sin(s—b) 2 sin(s—c¢)

Prvi preizkus:
(s—a)+(s-b)+(s-c)=s
k

sins =

B

Y

tan o tan—tan—
2 2

6.4.2 Il tip naloge

dani: a, B, v

neznano: a, b, c

pogoji za resljivost: 180° < a + B + y < 540°,

Y+ B<180°+ o,y +a <180°+ B,a + B < 180° + y
Resitev je mozna na dva nacina.

A.

Kosinusni izrek za kote, izrazimo neznano stranico:
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cosa=—cosfcosy+sinfsinycosa

cosa +cosPcosy
cosa =

sinBsiny
B.
a b c
tanE = Kcos(c—a) tan§ = K cos(c—B) tan§ = K cos(c—7)
1. preizkus:
(c-0)+(c-P)+(c-y)=0
2. preizkus
tan % tan B tan ©
—C0SC = 2 Z
K

6.4.3 III. tip naloge

dano: a, b, y

neznano: ¢, o, 3

pogoj resljivosti: elementi manjsi od 180°

Celovita in enoli¢éna resitev s pomocjo Napierjevih enacb. Kota izracunamo:

coS—— sin
tanOHB: aibcotl tana B: CL—ZFbCOtl
2 COST 2 2 sin 2

Stranico ¢ lahko izra¢unamo na veé nac¢inov:
e kosinusni izrek za stranice:

cosc =cosacosb+sinasinbcosy

e Delambrove enacbe:

a-b a+b
¢ Sin—— v . Sin 5 v
sin— = a%B cos— ali sin— = P sin—
2 sin 2 2 cos 2
a—b a+b
COS——— COS———
CoOS— = T_%Bcosl ali COS— = Tzwsinl
2 sin 5 2 2 COST 2

V Eulerjevem sf. trikotniku je vedno ¢ < 180°, torej je ¢/2 < 90°. Obe enacbi za
¢/2 dajeta enoli¢no resitev.
Preizkus: ve¢kratna doloéitev stranice c.
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6.4.4 IV.tip naloge

dano: ¢, a, B

neznano: a, b, y

pogoji za resljivost: elementi manjsi od 180°

Celovita in enoli¢éna resitev s pomocjo Napierjevih enacéb. Stranici izracunamo:

. o—P o—p
a-b SN 2 c a+b 2 c
tan = a+P tan— tan = o +B tan—
2 sinT 2 2 COST 2

Kot y lahko izra¢unamo na ve¢ nacinov:
e kosinusni izrek za kote

cosy =—cosacosP+sinasinfcosc

e Delambrove enacbe:

. a—PB . a+p
sin sin
cosl = —2s1nE ali cosl = —zcosE
2 . a-b"""2 2 a-b 9
sin COS———
cosoc_B cosOhLB
sinl = —Zsin£ ali sinl = —2(305£
. a+bT 2 92 a+b 2
2 SIHT COST

V Eulerjevem sf. trikotniku je vedno y< 180° torej je y/2 < 90°. Obe enacbi za
v/2 daljeta enoli¢no resitev.
Preizkus: ve¢kratna dolocitev kota y.

6.4.5 V. tip naloge

dano: a, b, o
neznano: ¢, B, y
pogoji za resljivost: elementi manjsi od 180°
Glede na vrednost danih podatkov lahko obstajata dve resitvi, ena resitev ali
nobena resitev.
Z danimi elementi lahko izracunamo samo kot f iz sinusnega izreka:

_ sinbsina

~ sine
Glede na vrednost funkeije sinus lahko nastopijo trije slucaji.

sinf > 1 resitve ni, trikotnik z danimi elementi ne obstaja.
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1. sinp = 1sledi da je B = 90°, sf. trikotnik je pravokoten in stranica b je
hipotenuza.

2. sinf < 1. Imamo dve resitvi za kot B, B=p; in B, =180° — 3;, pri tem obstajata
dve moZnosti:
¢) danim podatkom ustreza ena sam resitev (trikotnik) s kotom 3 = B, ali p = B.. Za

izracun vy in ¢ uporabimo Napierjeve enacbe.

d) Danim podatkom ustrezata dva trikotnika ali noben trikotnik. Ce obstajata dva
trikotnika ima prvi kot B, drugi pa kot .. Za ostale elemente, kot y in stranico c,

dobimo po dve vrednosti. Izracunamo jih s pomoéjo Napierjevih enach.

Obstoj dveh, ene ali nobene resitve ugotovimo iz lastnosti sfernega trikotnika.

Zakljuéek:

e (e je stranica (a), kateri nasproten kot je podan (a) blizje 90° kakor druga stranica
(b), obstaja ena sama resSitev za kot . Izracunani kot B in njemu nasprotan stranica
(b) sta istovrstna (oba ostra, oba topa).

e Ce pa je stranica (b), kateri nasproten kot raé¢unamo () blizje 90° kakor stranica (a),
katere nasprotni kot je podan (o), obstajate dve moznosti:
e dve resitvi, ¢e sta dana elementa (a, o) istovrstna,

e nobena resitev, ¢e sta dana elementa (a, o) raznovrstna.

6.4.6 VI tip naloge

dano: a, B, a
neznano: vy, b, c
pogoji za resljivost: elementi manjsi od 180°
Glede na vrednost danih podatkov lahko obstajata dve resitvi, ena resitev ali
nobena resitev.
Z danimi elementi lahko izracunamo samo stranico b iz sinusnega izreka:
_ sinasinf

Sinb =——
sina

Glede na vrednost funkeije sinus lahko nastopijo trije slucaji.

1. sinb > 1 resitve ni, trikotnik z danimi elementi ne obstaja.
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sinb = 1 sledi da je b = 90°, sf. trikotnik je pravostranicen (kvadranten). Resujemo

ga z ena¢bami za pravostranicen trikotnik.

2. sinb < 1. Imamo dve reSitvi za stranico b, b=>b, in b, =180° — b;, pri tem obstajata
dve moznosti:
a) danim podatkom ustreza ena sam resitev (trikotnik) s stranico b = b, ali b = b,. Za

izracun vy in ¢ uporabimo Napierjeve enacbe.

b) Danim podatkom ustrezata dva trikotnika ali noben trikotnik. Ce obstajata dva
trikotnika ima prvi stranico b;, drugi pa stranico b,. Za ostale elemente, kot y in

stranico ¢, dobimo po dve vrednosti. Izraéunamo jih s pomo¢jo Napierjevih enacb.

Obstoj dveh, ene ali nobene resitve ugotovimo iz lastnosti sfernega trikotnika.
Zakljuéek:
e (e je dani kot a, kateremu nasprotna stranica je podana (a), blizje 90° kakor drugi

kot (B), obstaja ena sama resitev za stranico b. Izra¢unana stranica b in njemu
nasprotni kot (B) sta istovrstna (oba ostra, oba topa).

e Ce pa je dani kot (B), kateremu nasprotno stranico ra¢unamo (b) blizje 90° kakor kot
(o), kateremu nasprotna stanica je podana (a), obstajata dve moznosti:
e dve resitvi, ¢e sta dana elementa (a, o) istovrstna,

e nobena resitev, ée sta dana elementa (a, o) raznovrstna.

6.5 Pravokotni sferni trikotnik

Pravokotni sferni trikotnik je tisti trikotnik, ki ima en kot (y) enak 90°. Njegovi
elementi so: a, b kateti, ¢ hipotenuza, y = 90° pravi kot.

slika 7.9: Pravokotni sf. trikotnik
Za pravokotni sf. trikotnik veljajo vse enacbe kot za sploSni sf. trikotnik, samo

moramo upostevati, daje y=90°. Oznac¢imo elemente pravokotnega sfernega trikotnika
na obodu poljubnega kroga v istem smislu kot si sledijo v trikotniku. Pri tem izpustimo
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pravi kot y, in postavimo na ustrezni mesti namesto katet njihove komplemente. Vsega
skupaj imamo 5 elementov, izmed katerih ima vsak dva sosednja in dva nasprotna
elementa.

J. Napier je zdruzil vseh deset obrazcev za pravokotni sferni trikotnik v enem pravilu,
(Napierjevo pravilo):

"Kosinus vsakega elementa je enak produktu sinusov nasprotnih elementov, ali pa
produktu kotangensov sosednjih elementov."

cosc = cot a.cot
cos ¢ = sin(90° —a)sin(90° - b) = cosa cosb

cosP =cotccot(90°—a)=cotctana
cosf =sin asin(90° —b)sin o.cos b

cos(90° —a) = sina = cot B cot(90° — b) = cot B tan b
co0s(90°—a) =sina =sincsina

c0s(90° - b) =sinb = cot(90° —a)cot o = tan a cot o
cos(90°—b) =sinb =sinfsinc

cosa = cot(90°—-b)cotc =tanbceotc
cosa =sin(90° —a)sinP = cosasin

6.5.1 Lastnosti pravokotnega sfernega trikotnika

1. Kateta in njej nasprotni kot sta vedno istovrstna.

Kateta je manjsa od kota, ki ji lezi nasproti, ée sta oba kota manjsa od 90° in vecja
od njega, ¢e sta oba veéja od 90°.

Hipotenuza je po velikosti vedno med kateto in suplementom katete.

Hipotenuza je manjsa od 90°, ¢e sta obe kateti istovrstni.

Hipotenuza je vecja od 90°, ¢e sta obe kateti raznovrstni.

Pravokotni sf. trikotnik ima lahko 1,2, 3 prave kote.

Hipotenuza je enaka 90°, ¢e je ena od katet enaka 90°.

V pravokotnem sf. trikotniku velja:

90° < a+p < 270°

N

R o
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6.5.2 Numeric¢no resevanje pravokotnega sfernega trikotnika

Obstaja 6 primerov, nalog glede na dane elemente:
Dano: hipotenuza in ena kateta (c, a) ali (c, b).

Dano: obe kateti (a, b).

Dano: hipotenuza in en kot (¢, a) ali (c, p).
Dano: kateta in kot na njej (a, B) ali (b, o).
Dano: oba kota (a, B).

Dano: kateta in njej nasprotni kot (a, a) ali (b, B).

6.6 Pravostrani¢ni (kvadrantni) sferni trikotnik

Pravostranicni sferni trikotnik je tisti, ki ima eno stranico (c¢) enako 90°. Njegovi
elementi so: a, b nekvadrantni stranici in koti o,  in v.

slika 7.10: pravostranicni sferni trikotnik
Pravostranicni sf. trikotnik je polarni trikotnik pravokotnemu (in obratno).

Oznacéimo elemente kvadrantnega sf. trikotnika na obodu poljubnega kroga v
istem smislu kot si sledijo v trikotniku. Pri tem izpustimo kvadrantno stranico c,
zamenjamo kot, ki je nasproti kvadrantne stranice z njegovim suplementom (y-180°) in
namesto ostalih dveh kotov piSemo njihove komplemente (a—90°), (3-90°). Vsega skupaj
imamo 5 elementov, izmed katerih ima vsak dva sosednja in dva nasprotna elementa.
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Napierjevo pravilo za kvadrantni sf. trikotnik je enako in se glasi:
"Kosinus vsakega elementa je enak produktu sinusov nasprotnih elementov, ali pa
produktu kotangensov sosednjih elementov."

cos(180° —y) =cotbeota cosy =—cotbcota
cos(180° — y) = sin(90° — o) sin(90° — B) COSY = —cosocosf
cosb = cot(180° —y) cot(90° — o) cosb=—cotytana
cosb =sinasin(90° - ) cosb =sinacosp
c0s(90° — a) = cot bcot(90° - B) sina =cotbtanf
c0s(90° — o) =sin(180° — y)sina sino =sinysina
c0s(90° —B) = cot(90° — o) cot a sinf =tanoacota
c0s(90° — B) = sin bsin(180° —y) sinP =sinbsiny
cos a = cot(180° —y) cot(90° — B) cosa =—cotytanf
cosa = sinbsin(90° — o) cosa =sinbcosa

6.6.1 Lastnosti kvadrantnega sfernega trikotnika

9. Nekvadrantna stranica in njej nasproten kot sta vedno istovrstna.

10. Nekvadrantna stranica je ve¢ja od nasprotnega kota, kadar sta oba manjsa od 90°
in manjsa od nasprotnega kota kadar sta veéja od 90°.

11. Kot, ki leZi nasproti kvadrantne stranice je po velikosti vedno med vrednostjo
ostala dva kota in njihovih suplementov.

12. Kot, ki lezi nasproti kvadrantni stranici je vecji od 90°, ¢e sta ostala dva kota ali
nekvadrantni stranici istovrstni.

13. Kvadrantni trikotnik ima lahko 1,2 ali 3 kvadrantne stranice.

14. Za vsoto nekvadrantnih stranic velja:

90°<a+b<270°
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6.6.2 ReSevanje kvadrantnega sfernega trikotnika

Obstaja 6 primerov, nalog glede na dane elemente:
Dano: kota nasproti nekvadrantnim stranicam (a., f3).

Dano: kot nasproti kvadrantni stranici in kot nasproti nekvadrantni stranici (y, o)
ali (y, B).

Dano: obe nekvadrantni stranici (a, b).

Dano: nekvadrantna stranica in kot nasproti drugi nekvadrantni stranici (a, ) ali
(b, a).

Dano: nekvadrantna stranica in kot nasproti kvadrantni stranici (a, y) ali (b, y).

Dano: nekvadrantna stranica in njej nasprotni kot (a, o) ali (b, B).
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7 Uporaba sferne trigonometrije v geodeziji

Sferna trigonometrija se uporablja v geodeziji vedno takrat ko obravnavamo
Zemljo kot kroglo. Kot nam je znano Zemlja ni pravilne geometrijske oblike. Najboljsi
pribliZzek za obliko Zemlje je geoid, ekvipotencialna” ploskev zemljinega teZnostnega
polja. Geoid nam ponazarja srednja gladina svetovnih oceanov v mislih podaljsana pod
celinami. To je t.i. ni¢elna nivojska ploskev z nadmorsko visino ni¢. Vendar je geoid
fizikalna ploskev, ki je pripraven za proucevanje Zemljinega teznostnega polja, ni pa
pripraven za podajanje poloZaja tock na Zemlji. Prav tako se geoida ne da izraziti z
enostavnimi matemati¢nimi ena¢bami.

slika 7.1 : geoid

Za izracun polozaja tock na Zemlji uporabljamo matemati¢no to¢no definirano
telo — rotaciyskr elipsoid. Rotacijski elipsoid nastane ¢e elipso zavrtimo okoli njene
male polosi (b). Zemlja ima obliko rotacijskega elipsoida zaradi svojega vrtenja okoli
svoje vrtilne osi, sploSéenost Zemljinega eliposida pa je zelo majhna. Razlika med
polmerom na ekvatorju in na polih znasa okoli 21 km, kar je le 1/3 % povprec¢nega
polmera Zemlje.

Dimenzije Zemljinega rotacijskega elipsoida so bile v zgodovini geodezije
veckrat doloéene in to pri razliénih predpostavkah, iz razliénih opazovanj in po razli¢nih
metodah. Vsaka nova merska tehnika oz. nova metoda izracuna je omogocila dolocitev
dimenzij z visjo natanc¢nostjo.

<5 ekvator a

s
sliks 7.2: razmerje med rotacijskim elipsoidom in kroglo

* ekvipotencialna ali nivojska ploskev je ploskev na kateri je potencial konstanten
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Zaradi majhne sploSéenosti smemo Zemljin elipsoid véasih, za dolocene namene
in manj zahtevne izrac¢une, zamenjati s kroglo. Najveckrat aproksimiramo Zemljin
elipsoid s kroglo, ki ima enako prostornino kot Zemljin elipsoid.

47R°  4ma’b

3 3
Elipsoid GRS 80 ("Geodetic Reference System 1980") je eden od najnovejsih
mednarodno sprejetih referenénih sistemov na globalni ravni. Dimenzije elipsioda GRS

80 so:
e o =6378137km

e b =6356,752 km
o 1/f=2982572

V=

Parametri krogle izpeljani iz zgornjih dimenzij so:
e R =6371000,684 m,

e 0 =40030,178 km,
e dolzina loka 1° na velikem krogu: [ = 111,195 km,

e navti¢na (morska) milja: dolzina loka 1’ na ekvatorju; [ = 1,852 km

7.1 Koordinate na Zemlji — krogli

IzhodiSc¢e tridimenzionalnega pravokotnega kartezi¢nega koordinatnega sistema
postavimo v srediS¢e Zemlje-krogle s polmerom R. PoloZaj to¢ke P na povrsju krogle
lahko podamo s kartezi¢nimi koordinatami (X, Y, Z), ali s krogelnimi (sfernimi)
polarnimi koordinatami (R, ¢, A).

Polarne krogelne koordinate so: Z

e radij vektor R,
e krogelna §irina ¢,

e krogelna dolzina A

slika 7.3: 3D pravokotne koordinate, polarne
krogelne koordinate in geografske koordinate
na Zemlji-krogli
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7.1.1 Pretvorba med pravokotnimi in polarnimi
krogelnimi koordinatami

z

slika 7.4: pretvorba med pravokotnimi in
polarnimi krogelnimi koordinatami

Pretvorba iz sistema (R, ¢, A) v sistem (X, Y, Z) je podan z enacbo:

X cos pcos A
Y = R| cos¢sini
Z sin ¢

Pretvorba iz sistema (X, Y, Z) v sistem (R, ®, A) je podan z enacbo:

Z Z
arctan —;arctan —
d R

A= arctan% d=Y?*+X?
NXE+YE+ 23

d je pomozna koli¢ina in je diagonala pravokotnika s stranicami enakimi koordinatam
X, Y tocke P.

7.2 Geografske koordinate na Zemlji — krogli

N krogli R=konst. je tocka enoli¢no dolo¢ena samo z dvema kotnima
koordinatama: krogelno §irino ¢ in krogelno dolzino A. Ce je ta krogla s konstantnim
polmerom Zemlja, so ti dve koordinati: ® geografska (zemljepisna) Sirina in A
geografska (zemljepisna) dolZina.

Rotacijska os Zemlje seka kroglo v dveh protito¢kah: severnemu (Py) i juznemu
polu (Ps). Geografska Sirina je sferna razdalja to¢ke od ekvatorja, racunano v ravnini
meridiana. Geografska Sirina je tudi kot v ravnini meridiana med radij vektorjem tocke
P in ravnino ekvatorja. Stejemo jih severno in juzno od ekvatorja od 0° do +90° oz. od
0° do -90°. Oznaka je N ("north", severne geografske Sirine) in S ("south", juzne
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geografske Sirine). Ekvator je veliki krog na Zemlji-krogli in je preseciSce Zemlje-
krogle z ravnino, ki poteka skozi sredisce krogle in je pravokotna na Zemljni rotacijsko
os. Meridiani (poldnevniki) so veliki krogi na Zemlji-krogli, so preseéiSée Zemlje-krogle
z ravninami, ki potekajo skozi sredisce krogle in skozi oba pola.

Geografska dolZina tocke je njena sferna razdalja od zac¢etnega Greenwiskega
meridiana, raéunano v ravnini ekvatorja. Geografska dolZina tocke P je tudi kot med
ravninami izhodiSénega meridiana in meridiana tocke P. Geograske dolZine Stejemo
vzhodno in zahodno od izhodiSénega Greenwiskega meridiana od 0° do 180°. Oznake so
E ("east", vzhodne geografske dolZzine) oz. W ("west", zahodne geografske dolZine).

Vzporedniki (Sirinski krogi) so mali krogi na Zemlji-krogli, ki so vzporedni z
ekvatorjem. Vsi kraji na istem vzporedniku imajo enako geografsko Sirino. Vsi kraji na
istem meridianu imajo enako geografsko dolzino.

Koordinate tocke, ki je podana z geografskimi koordinatami zapiSemo:

T: d: N 45°24'16",3 A E 14°56'33",7
+ 45°24'16",3 - 14°56'33",7

Kaj je pozitivno oz. negativno je stvar dogovora.

7.2.1 Lok na vzporedniku in meridianu

Vsi meridiani na Zemlji-krogli imajo enak polmer, ta je enak polmeru krogle. Vsi
vzporedniki (ker so mali krogi), imajo manjsi polmer. Polmer vzporednika z geografsko
Sirino @ lahko enostavno izra¢unamo iz zveze v pravokotnem trikotniku:

R, =Rcos¢

Obseg vzporednika je potem:
0,=2Rn=2Rncos¢

i

VZPOREDNIK Rcos@

R
EKVATOR R

L

P
S

slika 7.5: polmer vzporednika
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7.3 Pojem ortodrome in loksdrome

NajkrajSa krivulja med dvema tockama na poljubni ploskvi se imenuje geodetska
linija (krivulja). Na krogli je geodetska linija lok velikega kroga, ki poteka skozi dve
toéki na povrsju krogle. V navigaciji, geodeziji in kartografiji se ta lok imenuje
ortodroma (iz grséine "ortos" = pravi in "dromos" = pot).

Ce smatramo Zemljo za kroglo, je ortodroma najkrajsa pot med dvem mestoma
na Zemlji (slika 8.6).

|
] EXYATOR bl

slika 7.6: ortodroma in loksodroma

Ortodroma seka vsak meridian pod drugim kotom. To pomeni, ée plujemo po
ortodromi moramo neprestano spreminjati kurz oz. azimut v katerem nase plovilo
(letalo) pluje, kar je prakti¢no nemogoce. Da bi se izognili temu problemu se v navtiki
pluje po loksodormi.

Loksodroma (iz grséine "loksos" = poSeven) je na krogli krivulja, ki seka vse
meridiane pod enakim kotom. Ladja ki pluje po loksodromi ima prednost konstantnega
kurza in pomanjkljivost daljSe poti. Loksodroma je prostorska krivulja, ki se polu
neprestano priblizuje, a ga nikdar ne doseze. Med dvema to¢kama na Zemlji-krogli je
poljubno mnogo loksodrom, V postev pride le tista, ki pripelje iz ene v drugo toc¢ko v
manj kot v enem zavoju.

slika 7.7 : loksdroma in ortodroma n aZemlji-krogli

Poseben primer loksodrome na Zemlji so ekvator, vsi meridiani in vsi
vzporedniki. Vzporedniki so loksodrome z kurzom 90° oz. 270°.

Plovba po ortodromi zahteva stalno menjavo kurza, kar je skoraj nemogoce. Na
krajSe razdalje (do tiso¢ kilometrov) se v praksi skoraj vedno pluje po loksodromi, saj
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je razlika med dolZino ortodromne in loksodromne poti reda velikosti 2 km (1 morska
milja).

7.3 Osnovni geodetski nalogi na Zemlji-krogli

Obstajata dve osnovni geodetski nalogi: prva in druga geodetska naloga (v
anglesc¢ini "direct and inverse geodetic problem"). Na krogli predstavlja reSevanje
geodetskih nalog dejansko resevanje sploSnega sfernega trikotnika — navticrnega
sfernega trikotnika.

elementi navti¢nega sfernega trikotnika:

a = 90° - ¢p

b = 900 - ¢A

D - ortodromna razdalja
Y= ‘ Ap — 7\4A‘

o = AAB

B = 360° - Aga

7.3.1 Prva geodetska naloga

Podano je: tocka T, s svojimi geografskimi koordinatami, ortodromna razdalja
od toéke T4 do tocke Tg in azimut A g do tocke Tg. Potrebno je izracunati geografske
koordinate tocke Tg; torej:

DanO: TA ((I)Ay}\'A)) DAB’ AAB
I$¢e se: Tg (¢5,\8)

Resevanje prve geodetske naloge pomeni resevanje splosnega sfernega
trikotnika (III. tip naloge). Ce je dani azimut v mejah med 0° in 180°, je to notranji kot
v navti¢nem trikotniku. Potem iskana toc¢ka Ty leZi vzhodno od to¢ke Ts. V primeru da
je dani azimut v mejah med 180° in 360° je to zunanji kot v oglis¢u (dana toéka) in je
dejansko dana toc¢ka Ty (skladno z nasim oznaéevanjem). Iskana tocka lezi zahodno od
dane tocke.

Ker je ortodromna razdalja D, podana v dolzinskih enotah, jo moramo
pretvoriti v kotne enote:

_ D, 180°
R,

DO

Stranico a izra¢unamo po kosinusniem stavku za stranice:

cosa = cosbeos D +sin bsin Dcos a
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(b=90°-0ar,Asz =)
a=90-¢g = Pp=90°-0a
Kota B in y izra¢unamo s pomo¢jo Napier-jevih enacb:

tzmBij = 2 cotg
2 o b+D 2

B sin
tan?— ¥ = b E cot
2 sin 2
B:B+Y+B—Y
2 2
_B+y By
2 2

y=AL = hp = Ayt AL

Pri izbiranju oznak tock (dana, iskana) moramo upostevati velikost danega
azimuta. Oznake si nato ustrezno priredimo. Enako velja za predznak +AA. Ce je dani
azimut A < 180°, A\ priStejemo, ée pa je dani azimut A > 180°, AL odStejemo. Izjeme

nastopajo ée sta tocki na razliénih straneh Greenwiskega meridiana, oz. datumske
meje.

7.3.2 Druga geodetska naloga

Podano sta tocki T, in Ty s svojimi geografskimi koordinatami (¢a,Aa), (dp,Ap).
Potrebno je izra¢unati ortodromno razdaljo med tockama D g in oba azimuta.

Dano: Ty (PasAa), T (¢p,A8)
ISce se: DAB, AAB, ABA-

(V mednarodni literaturi je naloga znana kot "inverse problem".)

ResSevanje druge geodetske naloge pomeni resevanje splosnega sfernega trikotnika
(III. tip naloge).
Razdaljo D izra¢unamo s pomocjo kosinusniega stavka za stranice:
cos D =cosacosb+sinasinbcosy
(a=90°—¢g,b=90°—¢s,y= |AL])

Izrac¢unano razdaljo D g izrazimo v dolzinskih enotah:

D - nR,, D

km 1800
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Kota o in  dobimo s pomoc¢jo Napier-jevih enacb:

-b
COS——
tanOHB— 2 cotl
2 a+b 2
2
. a-b
a-p " o Y
tan 2 = a+bCOt2
si
2
a=a+B+a_B
2 2
_oc+[3_0c—[3
b= 2 2

Azimuta sta: Axp = a, Ags = 360° - .
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